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内 窗 简 全 


本 书 肥 系 统 地 讲述 了 复习 函数 的 起 本 理论 和 方法 ， 又 有 
重点 地 进 壕 了 复 分 析 的 一 些 空 出 。 主 要 内 容 有 解 林 困 数 、 柯 
四 积分 公式 、 贸 数 定理 态 其 记 用 、 革 江上 映 照 履 其 一 些 应 贱 、 
整 巩 数 与 亚 纯 函 数 、 拉 善 拉 甘 安 按 习 之 - 灾 换 及 其 应 用 。 各 
章 者 配 有 大 最 的 应 用 性 河 是 。 

本 书 主要 以 综合 性 大 学 ， 理 工 从 大 学 和 师范 夫 学 的 应 用 
数学 专业 、 控 制 论 专 业 ， 运 筹 学 专业 ,应 用 力学 专业 ,计算 数 
学 和 数学 专业 等 高 年 级 大 学 生 为 主要 该 者 ， 也 可 供 教师 和 从 
事 科 学 研究 的 工程 技术 人 员 和 参 才 。 - 
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出 版 者 的 话 


近年 来 ， 随 著 我 国 现代 化 建议 事业 的 发 展 ， 许 多 高 等 学 校 创办 了 
一 大 挑 重视 数学 狸 论 和 应 用 的 专业 和 系 科 。 如 应 用 数学 、 应 用 方 学 、 
计算 数学 、 控 制 科学 、 信 息 科学 、 系 统 科学 、 运 筹 学 。 统计 学 、 计 算 
宙 科 学 ,应 用 物理 ,管理 科学 等 。 为 了 满足 这 类 专业 数学 教学 的 需要 ， 
我 们 组 织 编写 和 出 版 了 一 变 “ 大 学 应 用 数学 从 蔬 ”。 本 书 即 为 这 大 大 
节 中 的 一 本 。 

“大 学 应 用 数学 从 书 ”重视 现代 数学 的 基本 理论 ， 强调 数学 的 实 
际 频 用 ， 反 映 现 代 科 技 的 先进 成 时 ， 并 便于 课堂 教学 和 和 自学。 我 们 各 
望 ， 这 秦 丛 书 的 出 版 将 有 助 于 我 国 应 用 数学 教学 与 研究 的 展开 ， 促 进 
数学 更 好 地 为 国民 经 济 和 现代 化 建设 服务 。 

在 组 织 编写 这 寓 从 书 的 过 程 中 。 我 们 曾 得 到 陈 开 明 、 际 有 根 、 柳 
光荣 、 徐 公 权 等 同志 的 热情 帮助 ， 在 此 特 表 谢 钝 


复 日 大 学 出 版 社 
1987 年 1 月 


序 言 


本 书 是 在 本 人 过 于 编 写 并 讲 抽 过 多 次 的 《 管 路 传输 中 的 数学 方法 
《1974 年 》、 x 复 灾 十 数 方 法 及 其 应 用 了》 (1983 年 入 应 用 复 分 析 光 
(1988 年 ) 的 基础 上 撰写 而 成 的 。 号 

本 书 凶 统 地 讲述 了 蓝 变 洁 数 的 基本 理论 和 方法 ， 又 有 童 点 地 讲 玉 
了 复 分 析 站 流 体 管 路 传输、 稳定 性 准则 、 边 利 希 莱 芝 这 和 值 问题 和 计算 
积分 革 方 面 的 应 用 。 本 书 所 带 反 的 指导 原则 是 ， 所 有 的 定义 、 定 理 等 
的 几 述 和 证 明 都 旋 当 是 清晰 、 精 确 的 5 应 用 的 思想 和 内 容 应 商事 于 全 
市 之 中 。 由 于 积分 变换 在 工程 手术 中 有 广泛 的 应 用 ， 本 书 讲 述 了 拉 兽 
拉 斯 蛮 岳 和 Z- 谈 兵 。 

全 书 共 分 七 齐 。 第 一 齐 是 解析 思 数 ， 主 要 讲述 了 解 蔡 函数 、 罩 级 
数 和 利 等 解 折 函数 ， 特 列 着 重 讲 还 了 如 何 找 出 多 慎 函 数 的 支点 以 及 在 
什么 样 的 区 域内 多 慎 函 数 可 以 分 出 单 值 解析 分 支 ， 并 列举 了 车 于 人 主 

此 外 还 讲述 了 调和 函数 臣 热 情 导 、 流 体 流 动 。 静 电场 和 渗 济 理论 
中 的 应 用 。 

第 二 章 是 柯 西 积分 公式 、， 主 要 讲述 了 柯 西 积分 公式 和 同 红 束 表 示 
解 术 函数 ， 还 讲述 了 解 圆 上 和 站 平面 上 的 迪 利 希 莱 问题 的 洁 松 积分 分 
6 

第 三 章 是 留 数 定 理 与 应 用 ， 主 有 要 尘 术 了 留 米 定理 、 申 前 原理 、 人 情 
辽 定 理 和 利用 留 数 定理 计算 积分 ， 北 外， 到 询 连 了 多 项 六 的 堆 总 多 位 
于 单位 图 内 与 爹 位 于 志 半 平面 内 的 蓉 汤 - 宕 尔 维 英 稳定 性 准则 和 尼 奉 
斯 特 稳定 性 准则 ， 以 及 多 项 式 的 零点 基于 其 系数 前 连续 依 精 性 。 

第 四 意 吓 共 形 映照 及 其 一 些 上 应用， 主要 讲述 了 初 守 共 形 映照 乔 ; 许 
渡 范 -克利 新 托 香 公式 ， 北 外 还 讲述 了 应 用 共 形 映照 解 迪 利 帝 菜 问 是 
和 以 流 线 为 边界 的 边 值 问题 。 


第 赦 章 是 整 函 数 与 亚 纯 巴 数 ， 主 要 讲述 了 无 穷 乘 积 、 魏 东 斯 半 拉 
斯 因子 分 解 定理 、 阿 达 玛 定理 ,了 函数 和 亚 纯 函 数 展 开 为 部 分 分 式 ， 
此 外 还 讲述 了 无 穷 乘 积 在 流体 管 路 传输 中 的 应 用 。 

” 甘 辫 阐 是 拉 普 拉 斯 宽 撞 及 其 应 用 ， 主 要 讲述 了 拉 普 拉 斯 变 接 及 其 
在 求解 揣 分 方程 中 的 应 用 ， 比 外 还 系统 地 讲 壕 了 在 流体 传输 中 的 应 
用 。 

第 七 章 是 Z 变 摘 及 应 用 ,主要 讲 达 了 BF- 变 接 及 其 在 解 常 系数 差分 
方程 中 的 应 用 ， 北 外 还 讲 还 了 它 在 对 冲 系 鱼 的 传输 函数 和 和 输出 特性 市 
的 应 用 。 
每 章 后 面 配 有 足够 数量 的 习题 。 这 些 习 题 主要 是 计算 性 和 应 用 性 
和 的， 为 了 咽 活 运用 和 牢固 掌握 所 学 的 理论 和 方法 ， 世 有 适量 的 习题 是 
理论 性 的 。 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 、 理 工科 大 学 和 师范 大 学 和 的 应 用 数学 专 
业 , 控 制 论 霹 炎 ,、 运 天 学 专业 、 应 用 力学 专业 、 计 算数 学 专业 和 教学 专 
了 亚 的 教材， 也 可 人 殿 载 师 和 从 事 应 用 科学 研究 的 工程 技术 人 员 参 者 。 音 
专业 可 根据 各 自 的 需要 和 兴趣 有 选择 地 进行 载 学 。 

本 书 是 上 应 复旦 大 学 应 用 元 学 处 书 淮 编 委 会 主编 谷 超 过载 授 的 建 
议 而 蚁 写 的 ， 在 纪 对 他 表 云 感谢 。 

书 中 难免 有 秦 点、 错误 和 不 足 之 处 ，。 和 项 望 大 家 批评 指正 。 
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第 一 章 解析 沙 数 - 


$1 复数 


1.1 复数 

称 一 x+ 二 ip 这 种 式 子 的 数 为 复数 ， 其 中 x 和 »》 是 任意 的 实数 、 
i= MY 一 1 是 卉 数 音 位。 实数 x 和 ? 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 哑 部 ,， 
记 为 

%*=Rez, 

yy 一 Tmz， 
特别 ， 当 * 一 9 时 ，z=0 十 i 就 简 记 作 iy, 称 为 纯 道 数 ， 当 y==0 时 ， 
? 王 X 十 认 就 是 实数 x。 

一 、 复 数 的 相等 

两 个 复数 当 且 奴 当 它们 的 实 部 和 钳 部 分 列 各 等 时 ， 我 们 才 认 为 
这 两 个 复数 相等 。， 即 2 -Ti 一 xs 十 is 等 价 于 


1 一 Xiay 1 一 各。 


二 、 复 数 的 和 运算 
1， 医 ?二 Xi 十 jy Zz 二 Xs 十 iys, 我 们 月 下列 定 交 ， : 
C1 ZF i Ty {1-—i> 


(2) 一 了 一 一 下 一 让 
《3S》 FAO— XX) i Ys 
(4) 和 一 21 一 《XIXa Op) ix YT XY) (1-2> 
2。 测 上 述 定义 ,我 们 容易 证 明 下 述 展 数 的 基本 定律 是 全 满足 的 : 
(1》 加 法 的 交换 神 和 结合 视 
多 | |Z 
十 《23 十 Za) 一 021 十 422) 十 3 二 各 十 23 十 9。 


s 1 +*# 


(2) 好 法 的 安 换 律 和 结合 律 
1 
Z1 (2223) — (F122) a — F129 
《3) 分 配 律 
(21 十 22) Za 一 ya 十 5 
作为 证 胃 方 法 的 例子 ， 我 们 证 明 潜 法 的 交换 律 成 立 《其 它 可 类 们 
地 证 明 ) ， 
ZZs = (XK — YY2) TiCXY, + Ka) 
— (XX — Pep) TFT ix TV) 一 和 1 
我 们 已 经 大 到， 如 上 扩 定 义 的 复数 服从 实数 的 代数 基本 定律 ， 因 
此 ， 它 们 的 代数 与 实数 的 代数 在 形式 上 是 完全 相同 的 ， 虽 然 在 意义 上 
它们 是 不 完全 相间 的 。 
三 、 复 数 的 模 
车 z=x+iy， 我 们 定义 十 wx 十 入 为 复数 z 的 神 ， 记 作 1z1。 从 
定义 立即 铝 道 ，|z| 王 0 当 县 仅 当 *=0 和 2》=9。 
我 们 注意 到 ， 在 复数 中 是 没有 次 序 的 ，“ 大 于 ”或 “小 于 ”等 词 
用 到 复数 上 是 没有 意义 的 。 不 等 式 只 能 出 现在 复数 的 寞 之 间 的 关系 
中 。 
四 、 复 数 除 法 的 定义 
洪 嵌 方程 办 一 zz, 其 中 z= 二 X 寺 iy,6 一 £5 十 亡 , 2 二 十 jy', 刚 我 们 有 
CXE— yn) iC TT YE) = x + iy’, 


于 基 NE 
对 三 和 六 求 解 ， 洲 jz 关 包 出 得 
2 二 3 二 一 % (1-3) 


wy 
个 此 ， 若 1z1 #0, 则 有 唯一 解 上 《=& 二 这 是 商 zj/z。 

被 入 为 零 的 复数 陈 是 没有 意义 的 ， 这 和 在 实数 代数 里 被 零 除 是 没 
有 意义 一 致 。 

五 、 共 胃 复 烙 

若 z=x 十 i 训 , 则 称 x 一 iy 共 红 于 z， 且 通常 记 为 4。 易 知 


中 和 千 


ee 


(Zi zo) 二 让， 2 (2) a 网 
下 


上 |z|:=zz, 2Rez=z+z, BiImz 一 z 一 Z。 (1-4Y 
利用 共 辆 复数 和 上 述 这 些 关系 式 常 常 可 使 得 关于 复数 定理 指证 明 大 大 
地 简化 。 人 鲍 如 ， 为 了 证 明 两 个 复数 弱 积 前 模 等 于 它们 模 的 溢 积 ， 我 们 
可 如 于 进行 ， 
[zz|2 一 242221 Zs = ZL YL" Ys ts = EA Ee 
由 于 复数 的 模 不 是 人 负 的 ， 所 以 
E47 (1-5» 
定理 两 个 复数 之 和 的 模 不 超过 它们 的 模 之 和 。 
证 明 加 
EA 
四 十 2 2 二 21 ZT 二 之 
=|z|:+2Retz, zs) + |z22 1 
<|z|*t2|z za 1+ [221? 
=—(|zl 十 [zz|)2 
所 以 
jz 十 za[ 安 |z[ 十 |[ 知 | 。 (1—5) 
利用 数学 归纳 法 ， 能 容易 地 将 上 述 结 果 推 广 到 任何 有 限 个 复数 ， 
即 
| 本 十 罗 二 必 二 2 实 ] 姑 [十 | 环 ] 十 十 |zm1。 
用 类 似 的 方法 ， 我 们 能 证 明 另 一 有 用 的 结果 ， 即 
Es (1l-—?Y 
利用 共和 罗 复 数 ， 前 述 两 个 复数 之 商 #//2 可 简单 地 计算 如 下 


Cx 十 ji37 ) Cx miy) 
| 有 | 


- 了 I x 
_ (Xx+y De Ky) 0), 


zj/z 一 zz/zz 一 


、 平 方 根 
在 实际 同 题 中 ， 常 需要 求 一 个 复数 的 半 方 根 。 设 复数 z= 十 地 
的 平方 报 为 eg 十 这, 即 ， vx 十 iy 一 & 十 雪 , 册 


(at+iB)}: =x+iy, 
于 是 ， 我们 有 
化 A 《1-8) 
288 =—», 
得 这 个 方程 组 ， 我 们 有 
(0 B= Co Pda: = x? 十 2 


因此 :+p VT 
联 立 这 一 方程 和 方程 组 (1-8) 中 的 第 一 式 ， 我 们 获得 
x vt 
eV 


_ /tv ty 
B=+ 之 二 和 。 
一 般 来 说 ，z 和 8 各 有 两 个 解 ， 但 是 ， 注 意 到 方程 组 (t-8) 中 的 第 二 
个 式 子 ， 在 选取 4 和 8B 的 解 时 ， 必 须 使 a 和 8 的 莱 积 与 》 有 相同 的 
符号 。 因此 | 


zy 4 ft Tt 
Xiy +{y 2 


十 (seny) i Tt 十 区 -} (1-9) 


其 中 当 >0 时 ，sgny 二 十 13 当 3<0 时 ，ssgny 一 一 1 当 ?=0 时 ， 
SENnY=0。 

例如 在 流体 管 路 传输 理论 中 ， 经 党 需要 求 其 碘 谓 传播 因子 

T=[ioC(tRinLYy]Y? 

的 实 部 和 虚 部 ， 其 中 ，@ 一 2rf 是 圆 频率 ，f 是 频率 ，R 是 流 阻 ,， 工 是 
流感 ，C 是 流 容 ，R, 工 各 避 都 是 实 教 。 

设 了 = 十 过， 出 

灵 十 诊 一 (一 下 2LC 十 记 RC7IT2 
概 据 公 式 (1-9)， 并 注意 到 sgnfoRC) 一 十 1， 则 
se 


7 一 全 2TC 十 oC: wm RC 
2 


加 站 2 了 本 ] "2 RR: 17 和 

(2 温 六 - 

OLC .+ ~ OC TF oR 
2 


-S27) [ra ) + 


1.2 复数 的 丈 示 


一 、 复 数 的 几何 表示 

在 平面 上 取 正 交 坐 标 系 Dxy， 我 们 用 坐标 为 (*,? 的 点 表示 复数 
z 二 x 十 iy。 这 样 复数 就 与 平面 上 的 点 一 一 戏 应 。x 输 称 为 实 轴 ， 实 数 
与 x 轴 上 的 点 一 一 对 应 y 轴 称 为 虚 
加， 虚数 iy 与 ? 轴 上 上 的 点 一 一 对 
应 。 与 复数 建立 了 这 种 对 应 关系 的 平 中 -- 一 -> 
面 就 称 为 复 平面 。 今 后 ， 复 数 与 复 平 | 
面 上 的 点 就 水 再 区 别 了 。 全 体 复 数 或 
复 平面 记 作 多 。 

”如 图 1.1 所 未， 我 们 有 时 也 用 向 0 
量 OP 来 表示 复数 z=x 十 iy,， x 和 2? 图 1.1 

分 别 是 OP 在 * 辅 和 > 轴 上 的 委 直 投影 。OP 的 长 庭 7 训 是 时 复数 z 
的 模 |z|。 显 然 


8= en (oRC) 


一 一 一 一 -oa 


六 


IRezl<|z|, |Imz|< |z|, 《1-19) 

二 

假如 点 了 P 不 在 原点 ( 即 z 隆 0) ， 则 称 回 重 OP 与 x* 轴 之 间 的 夹 角 | 6 
汶 的 幅 角 ， 记 作 Argz。 对 旺角 的 方向 作 这 样 的 规定 ， 涯 % 轴 到 回 


量 OF 为 逆 时 针 方 向， 则 为 正 ， 若 x 轴 到 向 量 OP 为 颖 时 针 方 向 ， 则 
为 负 、 显 然 ， 一 个 复数 有 无 穷 儿 个 幅 角 ;车 argz 表示 尾 一 给 定 的 二 
角 ， 称 为 Argz 的 主人 入， 则 


sr 9 


和 TBZ 一 aTESZ 二 23KT C1-11» 
其 中 是 任意 整数 。 通 常 ， 主 值 argz 取 的 是 满足 -<argz<sy 的 
那个 己 角 。 车 已 是 原点 〈 即 :一 0)， 则 z 的 幅 角 是 不 定 的 。 
如 果 取 Ox 为 裤 坐 标 系 的 极 轴 ， 那 么 ， 复 数 > 的 弄 r 和 幅 角 6 
别 是 向 量 OP OP 的 极 径 和 极 角 。 由 直角 坐标 系 写 极 举 针 系 的 关系 ， Rf 
下 fs 人 1z|eos arg z, 


1—12» 
=|z|sin arg 2, 4 


y=rsin ds 
所 以 - 
x—r{cos H+isin8 或 |z| (cos arg XZ 二 isinarg 2);. {1-13) 
称 此 起 于 为 复数 z 的 三 角 煮 示 式 。 
《1~12) 式 表明 可 用 z 的 模 和 各 幅 角 米 表 示 zx 的 实 部 和 虚 部 , 反之 亦 
然 | 
lz1= /过 于 殉 ， 
arc tg 证 2kx (2 位 于 第 I ,区 稍 限 ) ， 
=Argz= 
arg 起 半 十 ( 咒 二 1) 《> 他 于 第 了 , 下 象 腿 ) 。 
. {1— 14) 
其 中 arg tg 表示 介 于 一 部 和 十 记 之 间 的 那个 主 值 。 
设 ，21 一 ?Cc085 6, -isin 8), ze 一 refcosps 十 isih 记 )， 于 和 是 ， 
wiz4 一 Fiteos Otisind,} reos 8,+isin 中 
=—=Fr{tcos Pl cos BP, -sin 8, sin 0,) 
+i(sind, cos 0 + e030: sin OP.)} 
rr {cost0, + 0) Ti sinte, +6,)}, 
册 此 可 见 
lzz! = |z1|* |z,|, (1-—15» 
Argt{z2) =Argz, | Arg2s (1—16» 
这 才 明 ， 两 复数 乘积 的 噶 等 于 模 的 积 ， 缘 积 的 幅 角 等 于 召 角 的 和 。 这 
里 应 该 强调 指出 的 是 ， (1-16) 式 反映 的 只 是 幅 角 之 间 的 关系 ， 即 数 集 
Arg(zi2a) 与 数 集 Arezr 和 Argzs 之 间 的 关系 ,而 不 是 数量 之 向 的 关系 。 


s 全 


就 数值 而 育 ， 当 给 定 主 值 argz 和 argz: 时 , 则 za 的 主 值 arg{z12) 

总 被 确定 了 ， 上 且 arg(ziz3) 一 arg zi 二 areza 十 2ri 当 给 定 主 和 什 arpgz1 

ag (T1232) 时 ， 则 z; 的 主 信 arg zs 就 确定 了 ， 且 aTE z1 一 arg (2,2;) 一 

arg ?, 土 2x3 同 理 ， 当 给 征 主 值 arg(ziz) 利 artgez 时 ， 则 2 的 主 值 

arg 2 也 就 被 确定 了 ， 且 arg ?1 一 ATg(z123) 一 argzs 士 2。 
关于 两 复数 相 除 ， 出 于 


Lz (Er) 
一 
Xs "2 上 EAENA 


到 一 
Arg( Iz 到 =Arg 2 = —Argz:， 


利用 上 述 关系 式 (1- 15) ,1-18) 我 位 


A (1-17) 


加) Argz Arg 2,. {1-18) 


由 此 可 见 ， 天 之 二 机 导 于 术 的 商 的 幅 角 等 于 两 旺角 之 差 。 
这 里 要 强调 的 是 ， 关 系 式 (1-18) 上 反映 的 是 数 集 Arg(z,/z;) 等 于 两 数 集 
Arg z! 和 和 Arg 7 之 差 。 就 数值 而 言 ， 当 arg Zi, ATE 之 3 和 arg (71/z2) 中 
任意 给 定 两 个 主 信和 时 ， 第 三 个 主导 就 唯一 地 被 确定 ， 它 们 之 间 必须 满 
是 关系 式 : 
.ArgCz /Ts) —arg 1—ArTg ZT 2AX,。 .1-19) 
设 z=ri(cos 9 十 isin Di 一 1，2, ,Mm, 利用 关系 式 (1-15)， 
《1~16) 和 数学 归纳 法 ， 则 我 们 有 
[2.22° "Zn | = 21) * zl- | 2 (1—20) 
贞 TE TY = ATg 2 ATE Zs :Arg Zno (1-217 . 
(1-21) 式 只 是 数 集 Arg (X41…24) 与 Argz0j 一 1 2 …, 呈 间 的 关系 ， 就 
数值 梢 言 ， 只 要 argzj 中 二 1,2,…， nn) 和 和 arg(zi…xn) 这 其 十 1 个 主 值 中 
性 赛 给 定 ”个 主 舍 ， 则 另外 一 个 主 信 就 唯一 地 被 关系 式 


站 了 区 《 YE 


所 确定 ,其 中 外 是 基 个 非 负 整数 。 转 别 , 当 上 是 下 整数 和 z 一 fr(cos 8 十 
isin9) 和 而 ， 有 
[i=1z{", 
ATp 2 —nArg 7, 
车站 是 正 整数 ， 则 x2 个 有 个 互 不 相间 的 值 。 事 实 上 ， 设 w= 
2 则 Ww" = 二 7z, 由 关系 式 (1-23) 凤 得 


(1-—22) 


人 
n Arg W—=Arg 2?, 
于 是 ， 即 得 
， Arg 2 Argz 
1: 插 A 
zr 1z| (cos 2 十 辣 克 Argz) 


arpg x +2km ,, , aTgZ 十 2KT _ 
= |2| 1 (ee 十 sin L822 ), {1-23) 


其中 k=0,1, 2， 一 让 Zz!" 怡 有 省 个 根 。 
类 似 地 ， 车 pp 和 4 是 互 质 的 整数 且 4 是 正 的 ， 出 


?9 一 Lzipaf cos (BAre z ) + sin( 2 由 TY 区 交 )) 


二 |?| wa{ cos Patg2 2 +isin 


arg z+ 2 
Dt C1—24) 
其 中 ， k=0,1,2,.…79—1, 

二 、 复 数 的 指数 表示 
利用 欧 拉 (Eufer) 公式 〔 将 在 这 章 的 8$3.2 中 证 明 》， 
er 一 Cos 日 TSn ¢, 《二 一 25》 


我 们 又 可 将 复数 z=r(cos 6 上 +isin 0 表示 成 下 述 指 数 形 式 ， 
ZE 一 reiy 。 (1—26¢) 
在 流体 符 路 传输 中 ， 绎 常 需要 将 其 特征 阻抗 
7 _f R+iok YY? 
二 
imG 


天 示 成 指数 诬 式 ， 闻 Zc 二 |Zcle*。 
根据 公式 (1-17) 和 ~23》, 刚 


[1 站 这 


[Zol = IR+ioL|v _ SJRiI+OLi 
“ [5 oC 


-G+t 坊 )” 


工 ， R 173 
“(8)” 


由 公式 人 -26) 和 (1-33)， 我 们 有 


一 上 一 ReC Yl < ) 
0=— arcts ( FA )=2 cts ( pL js 
—_l RK 
故 0= Farcte( I ). | 


th 

特别 ， 著 及 =0, 则 8=0, 于 是 Zc 一 IL/C 是 实数 。 

萱 、 复 数 鸭 球面 展示 与 扩充 复 平面 

见 几 1.2, 考虑 一 个 半径 为 1 的 球面 5S: 

X 十 和 十 到 = 一， : 

点 00,0,1 称 为 北角 ， 记 作 入， 向 时 xz 平面 就 是 复 平 而 二， 复 和 平面 
交 球 面 8 于 赤道 。 

现在 ， 对 号 中 的 每 一 个 点 
2, 它 与 N 连接 的 直线 内 交 人 5S 于 一 
点 2 地 站 。 若 上 | 过 1,， 那么 三 在 下 
半球 面 上 ; 若 1zi 沁 1, 那么 Z 在 上 
半球 面 上 ; 若 |z| 二 1, 那么 Z=z。 
反之 ,球面 上 任意 一 点 ZNN, 它 
与 N 连接 的 直线 也 只 交 二 干 一 
点 zx。 于 是 除了 KK 一 (0,0,1) 外 ， 
复 平 而 宅 和 球面 Ss 上 的 点 者 图 1.2 
是 一 一 对 应 的 ， 并 且 当 |]z| 一 二 oo 有 时，Z 赵 于 入。 因此 ， 执 自然， 在 
复 平面 宅 中 引进 一 个 理想 的 点 ， 作 为 N 的 对 庶 点 ， 这 点 称 为 无 穷 
远 点 ， 记 作 2 二 oo。 加 上 无 穷 远 点 的 复 平 面 称 为 扩充 复 平 面 , 记 作 
军 =- 客 U{coj。 鹤 与 球面 5S 上 的 点 建立 起 来 的 这 种 一 对 一 和 的 对 应 称 


s + 


另外 ， 由 于 


为 球 极 射影 ， 称 S 为 黎 曼 (Riemann) 复 奈 珈 。 


值得 注意 的 是 ， .对 于 无 穷 过 点 ， 其 视 是 千 oc， 而 其 柱 角 是 不 定 


的 。 在 扩充 复 平 面 宅 上 ， 任 一 站 名 全 都 通过 无 穷 朋 点。 


习 ”是 


。 求 下 济 省 复数 的 模 和 幅 前 的 主 信 : 
1+i i; 2—3i; 一 1+i ~5+121, 
< 设 zi YX + yz 坷 下 二 各 关系 陈 成 立 吗 ? 
1) Reiter zi 一 取 ezi + Rezz; (2 Rele2r) 一 及 全 KZ 


(3) Imrziz2y = InzisIILE3 (4) sRezs = sRez,, 
3。 设 zz 尽 一 桌 数 ， 证 明 ， 
《1) Rertizy = — [mg {2} Imtiz) =Rez; 


(3 Reta’y = Res): ~ (Imez)’; 《47 工 DCE2)》 =2(Rea) (Im:), 
4。 计 算 下 列 式 子 的 数 信 ， 并 将 它 写 成 a+ 褒 的 形式 , 此 地， a 和 5 是 实 


(DV TT 2) Tr Da 
1 1 ; (1+i)(2+1) 
(31 1 一 ) :2 4) Im Re -a 
- 2+1i Tmfi1+iy (2+1)7 
(5) Re (2 ); (6) TET, 
1 3+d4i _ 3-4i ]3 
(7) -TD (8) | 让 Ai | “ 
5。 报 下 剂 各 复数 写成 三 角形 式 ， ” 
(1) is (2) .1+i, (3) 2+5is (#4) -i 
(5) —1-is (6) —2+5i, (7) 2; (8 /3 -i, 
(9) 2—6i: (10) —2; (11) t—v 3i (C12) 一 2 一 胡 。 
6。 试 求 ， 四 
(I) ii (2) /I~ i; (8) 一 名; 
《4 ww 3 二 本 (SY 2/1 CB) ti, 
7。 渍 是 下 列 杂 村 的 点 3 所 组 成 药 扎 案 是 性 径 ? 并 在 图 上 将 其 类 示 出 来 。 
《1 0<Rekizy< li (2) arg(z -i) = 


时 


《03 -<arg (< 《二 了 六 


关 十 工 EE 
是 。 证 明 ， 方程 2 | 二 上 表示 的 是 基 2 一作 2 zy 站 | 例 |， i a 1 4 EE 


为 半径 的 圆周 ， 共 中 22>0, 4551。 : 
9。 证 曲 拉 格 朗 月 (Lagrange) 恒 等 式 : 有 
[Bab | =B lel Bo hy 
出 丝 推 出 柯 西 (auchy) 未 壹 区 
| Ba a Blo 
并 且 公 当知 与 Bx 成 比例 时 等 号 成 这 E 


$2 解析 甫 笋 


2.1 点 集 


设 入 是 复 平面 客 上 的 一 点 ， 我 们 称 以 加 为 圆心 、 以 正 数 为 
半径 的 一 个 开 圆 盘 ， 即 满足 2 一 %6| <e 前 一 切 点 为 各 的 名 城 或 邻 
域 。 

设 包 是 客 上 的 一 个 点 集 ， 起 多 内 一 战 ， 记 为 名 E 名 ， 如 果 
存在 z。 的 某 一 个 e- 邻 域 ， 使 得 这 个 - 邻 域 中 的 点 都 包含 在 多 中 ， 
风 称 za 是 多 的 一 个 内 点。 如 果 于 的 繁 个 点 都 是 它 的 内 点 ， 划 称 久 
是 个 开 集 。 如 果 多 是 开 集 ， 又 对 于 多 内 任何 两 点 2 zs 都 可 用 一 条 
由 交 内 的 点 所 组 成 的 折线 将 它们 连接 起 来 《 即 有 连通 性 ) ， 则 称 好 
是 个 区 域 。 

点 元 称 为 点 集 名 的 极 限 点 或 桶 点 ， 如 果 点 的 任 们 -名 域内 
有 腐 于 多 的 ， 且 异 球 的 点 。 集 F 的 极限 点 可 以 居于 多 也 可 以 
不 属于 贸 。 如 果 集 儿 的 所 有 极限 点 都 属于 多 , 则 称 多 是 个 闭 集 。 

凡是 上 共 本 身 不 属于 区 域 凶 的 极限 点 ， 称 为 区 域 多 的 边界 点 。 区 
域名 的 所 有 边界 点 的 集合 , 称 为 区 域 多 的 边界 ， 记 作 OH。 区 域名 
连同 它 的 边界 在 一 起 , 即 多 U 纺 , 称 为 闭 区 域 ， 记 作 弛 。 

=» 11 » 


设 <(0 亲 2 的 是 凡 区 闻 [a,8 上 的 实 值 连续 冰 数 ， 则 称 方 程 z 一 
z( 站 一 X( 疙 十 坊 ( 的 所 决定 的 点 集 为 连续 弧 。 如 果 至 少 存在 两 个 不 同 的 
zi 秋收 得 zz 一 zft)， 介 称 点 z 是 著 的 一 个 
蛋 点 。 我 们 称 没有 重点 的 连续 弧 为 车 当 (Jordan) 配 。 如 果 一 若 当 弧 
的 两 个 端点 是 重合 的 ， 即 z(e) = z(8)， 则 称 为 车 当 闭 曲线 。 沙 导数 
2 和 (在 人, 有) 上 上 是 连续 的 ， 刚 称 z( 所 是 一 光滑 强 。 

设 包 是 宅 上 一 个 点 集 ， 如 果 存 在 一 个 常数 并 使 得 |z] 去 世 
对 多 中 的 一 切 点 z 均 溃 足 。 则 称 多 是 个 有 界 集 ， 否则 ， 称 争 是 
无 界 集 。 

若 当 定理 ”一 若 当 闭 孙 线 将 复 乎 面 它 分 成 两 个 开 区 域 ， 它 们 以 
此 曲线 沟 其 公共 边界 。 这 两 个 区 域 中 有 一 个 是 有 界 的 ， 称 它 为 若 当 鸯 
线 的 内 部 ， 另 一 个 区 域 是 无 界 的 ， 称 为 车 当 油 线 的 外 部 。 

虽然 这 结果 好 像 -分 明显 ， 倡 它 的 证 明 是 很 党 杂 和 很 因 难 的 。 

如 采 区 域 多 的 边界 是 由 有限 多 互 不 相交 的 “ 涟 续 统 ”一 一 好 连 
络 闭 集 记 组 成 (如 图 1.3 中 的 那 修 区 域 的 边界 是 由 Yes Ts Ts, YI 
条 点 a 这 五 个 互 不 相交 的 连续 统 诉 组 集 ) ， 则 称 多 是 多 连 区 域 。 如 
果 区 域 多 的 边界 只 由 一 个 连续 统 所 攀 成 ， 则 称 留 是 单 连 区 姑 《 如 
图 1.4 所 示 ) 。 


* 1l2. 


设 区 域 多 的 边界 9 针 是 由 一 个 或 育 限 多 个 连续 统 所 和 村 成 ， 我 们 
对 它 的 边界 规定 方 间 ,如果 点 在 8 名 的 每 个 连续 统 上 行走 时 , 区 域 留 
思 保 持 在 前 进 方 铅 的 左 侧 ， 则 称 距 方 向 关于 区 域 绕 蚌 正和 的 ( 兄 图 
1.3 和 图 1,4); 车 多 总 保持 在 其 前 进 方向 的 右 恒 ， 则 称 此 方向 关于 
氏 是 负 的 ， 


设 呈 是 复 下 看 咏 上 的 一 个 点 集 。 帮 对 每 一 个 zxE 多 ， 按 照 已 经 
指明 的 规则 都 对 应 着 上 一 个 确定 的 点 (或 称 值 ) Ww， 或 多 个 确定 
的 点 (或 值 )w, 则 称 在 允 上 确定 一 个 函数 , 记 作 w 二 f(z)， 有 时 也 
称 在 如 上 确定 一 个 映照 1(2)。 * 画 数 ” 在 于 荐 下 说 明 复 数 与 复数 
之 闻 的 对 应 关系 ; “上 映照? 刚 在 于 着 重 说 明 复 平面 上 点 与 点 之 间 的 对 应 
关系 。 若 每 一 个 点 z 都 只 与 一 个 确定 的 点 Ww 相对 应 ， 则 称 w 一 了 (2) 
是 密 上 的 单 值 函 数 ， 车 有 网 个 确定 的 点 多 相 对 应 则 (2) 是 色 
上 的 多 德 孟 数 。 我 们 姑 道 ， 函 数 风 =zm 就 复 平 面 它 上 的 #8 值 消 
数 ， 其 中 是 大 于 1 的 自然 数 。 

设 W=t# 二 ib 和 2 一 x 十 iy， 那 未 给 定 一 个 复 变 天 数 w= f(z)， 就 
等 于 给 定 丙 个 含有 两 个 实 变数 的 实 租 函数 。 

Hu=WX, YY), v=V(X, Yo 

如 果 w= 了 (2) 在 窜 上 是 单 值 的 ， 关 且 对 于 窗 的 两 个 不 同 的 
点 ， 也 对 应 着 两 个 不 同 的 点 ， 则 称 w= 二 1(2) 在 多 上 是 一 一 的 或 单 时 
的 .在 这 种 情况 下 ，w 一 帮 雪 在 点 集 . 友 ={f(z):zE 孵 } 上 有 一 个 反 画 
数 ， 记 作 z= 了 1CW)， 或 ?二 p(w)。 

设 画 数 w= 了 (tz) 把 集合 针 映 照 到 上 #, 而 5= =-g(y) 又 把 集合 尹 
身 照 成 点 集 . 多 ， 刚 称 将 多 映照 成 . 达 的 那个 函 琢 

t=h(z2) 一 此 [天 (z)] 
为 由 了 和 8g 所 合成 的 复合 序数 ， 而 对 应 的 映照 及 称 为 觅 期 f 和 和 gg 的 
向 积 。 
例 1-1 设 a 是 一 给 定 的 复数 ， 且 |c1<1， 则 函数 
二 1 


re =- 一 (1-27) 


在 复 平面 守 上 是 单 叶 的 ， 并 县 
著 1z| 过 1， 则 wl 过 1 车 12 三 1， 如 Iwl=1， 车 |z| 半 1; 则 
iw|>1。 
解 车 z=#1/a， 则 函数 1(z) 是 单 秆 的 ; 车 当 2z=1/8 时 ， 规 定 
了 (2) 二 eo， 则 ft2) 在 人 上 是 单 秆 的 。 
若 丰 夫 21，。 且 21， zf/a, 由 于 
f Cz, ) 一 fx = 
1—az 1— a 
{zz a) 人 
(0 ar) (i az,) 
出 表 明 wm 一 fo 在 宅 上 陈 点 1/ 4 外 是 单 叶 的 。 由 于 只 有 ?=1/4 对 
应 子 co， 妆 和 W 二 (在 要 上 是 单 叶 的 。 
由 于 Iz—al:=|2):— 2Re(za) + [al’, 
11- asl:=1—2Re(az }y+|allz|s, 


Re(za)=Reta z ), ja |:= Jal’, 
我 们 有 
zo -liar UTI -De 
从 而 、 
as_| zy 和 (ale 2{2—1) 
HY -|- 1— az Tazl: | 旦 . 


因此 ， 著 1z| <1， 刚 1f(a1s<1， 故 (21<1 车 zl 一 1 则 ]fGey 1 
-1 故 1(z1=3 车 lzi>1， 则 11(z 1>1, 放 |f00)1>1。 
例 1-2 设 Rea<0， 则 函数 


立 一 避 
w=f(7) 一 Pr C1-28) 
在 复 平 面 - 宅 上 是 单 叶 的 ， 并 且 车 Rez<-0。 风 |?) | 之 1; 车 Rez 一 
0， 则 1ftz)|=1; 若 Rez>0， 则 |]79] 全 1。 
解 ”于 实 上 ，- 由 于 于 名 天 Z 2 ER 有 


- 重 1 二 与 


2521 一 22) Rea 
(zi a) (z+ a) 
所 以 ，w 二 f(z) 在 名 上 除 点 一 a 外 是 单 叶 的 。 又 由 于 具有 点 一 a 对 

应 于 oo， 故 %=f(2 在 宅 是 单 叶 的 。 


F(x) 一 一 于 (2 = 0， 


人 尝 计 算 f(z) 1 一 上 《一 4Rea)Rez 
[z+ al? 
由 此 可 网， 车 Rez<0， 刚 |(2)|: 之 1， 才 [Cz) < 之 1; 洲 Rez 一 0， 刚 
f==1， 赦 |f(2) [==1， 若 Rez>0， 则 |fO2)1 上 >1， 雪 f(z2) | 半 1。 
例 1-83 央 麻 夫 斯 基 (Rukoufski) 函数 


WwW 二 i(z+ 十 ) (4—29} 


在 单位 辐 的 内 部 |z| < 过 1| 和 它 的 外 部 12| 沁 1 都 是 单 叶 的 。 

解 事实 上， 这 范 歼 对 一 切 的 z 才 都 基 有 定义 的 ， 而 且 是 单 值 
的 。 我 们 规定 ， 当 z=0 或 一 co 时 ， 它 对 应 于 co， 出 这 函数 在 13| 
< 内 和 在 |z|[>1 内 都 是 单 慎 的 。 

经 计算 

WwW) — WT) 一 《一 和 (21Z2 — 1) AZ122， 

由 此 可 见 ， 对 于 单位 辐 内 不 同 的 z/,，z 和 单位 加 外 不 同 的 71, zz 
Ww(z1) 关 W{tza)， 故 侨 廊 夫 斯 基 函 数 在 |z|<1 内 和 1z|>T 内 都 是 单 叶 
的 。 

设 1(2) 是 区 域 多 内 的 单 值 务 数 ，m E 贸 , 如 果 对 任意 给 定 的 e 
之 0， 存 在 正 数 6， 使 得 

[ft2) —f 20) | < 
对 多 中 满足 jz 一 如 <d 的 一 切 点 z 成 立 ， 则 称 函 数 f(?) 在 z= 思 处 
是 连续 的 。 数 4 依赖 于 &， 一 般 情 搞 下 ， 它 也 依 蓝 于 并 。 如 时 1 
在 空中 的 每 个 点 都 是 连续 的 ， 则 称 1(2) 是 多 上 共 诺 续 函 数 。 若 能 
找到 数 hte)， 它 与 %E 多 无关 ， 使 得 对 驳 中 一 切 的 点 z 和 za 
只 要 |z 一 各 | 之 h， 则 |f(2) 一 了 20) 1 过 2 都 成 立 ， 那 么 称 六 2 在 锚 
内 是 一 致 连 恕 的 或 均匀 连续 的 。 我 们 能 证 明 ， 闭 区 域 久 上 的 连续 征 
数 一 定 在 多 上 均匀 连续 。 
1] 重 


2.3 可 微 注 


1 fz) 吉 If (z+ Ar) —f(2),) 
Y 一 2 Az 


当 z(z 一 2 十 Az) 一 2 或 Az->0) 肝 趋 于 一 个 唯一 的 航 限 ， 则 称 1(2) 
在 点 是 可 徽 的 。 

知 上 述 极限 存在 ， 则 称 它 为 函 获 了 (2) 在 点 如 的 导数 , 记 作 (20) 
或 -7 。 我 们 重新 将 定义 叙述 成 更 基本 的 形式 ， 即 对 于 任意 给 完 
的 =>0， 存 在 正 数 6， 使 得 


了 2z) 一 了 (zo》 | < 
Z 一 如 


对 多 中 满足 0 三 |z 一 各 | 过 6 的 一 切 z 均 成 立 。 

沽 了 2) 一 29CR 一 0,1,2,…) 时 ， 容 易 证 明 ， 对 任何 一 点 为 E 人， 
jz 一 hz st 事实 上 ,了 (20) 一 2 了 (十 AZ) 一 (zH 十 Az)*， 剩 用 二 项 式 
定型， 有 

CAD (Az)*+Az 的 更 高 阶 


的 项 。 
于 是 
。 ”了 (2 十 各 57》 fz) 
F ~ 电 
1 (20) li™, A 
| | 十 HZ AS 十 人-2(Az)2 十 oO(Az)8 一 2 ] 
= im 上 | AT 


= lim zs: 22 ArH ol Az)? ] 


一 hz5 。 
为 了 得 到 这 一 结果 ， 我 们 并 不 需要 知道 Az 收缩 成 零 的 路 径 。 这 结果 
是 与 aa+Azs 趋 于 zo 的 道路 无 关 的 。 册 去 足 标 如 我们 有 


过 入 全 二 


—2" he ! 
dz ° 


于 是 ， 若 nn 是非 负 的 整数 ， 则 z* 的 导数 对 一 苛 z 是 存在 的 。 当 是 
人 久 整 数 时 ， 类 似 的 推导 能 证 明 上 述 方 程 (1-29) 对 一 切 z 才 0 也 成 立 。 

天 1( 引 在 三 是 可 微 的 ， 则 显然 ，f(z) 在 上 zo。 是 连续 的 ; 但 反 过 
来 是 不 成 立 的 ， 这 可 从 下 述 的 简单 合子 看 出 来 。 

设 1(2) 二 |zl*， 这 个 连续 医 数 在 原点 是 可 微 的 ， 但 在 其 它 地 方 是 
不 可 徽 的 。 六 为 车 乞 到 0， 我 们 有 

一 | 
Z 一 如 之 一 名 Z 一 过 0 
一 人 二 Xe03 2 人 一 15i 区 2 由) ， 

其 中 ， 曲 = argftz 一 zo)。 很 清楚 ， 当 x2 一 % 时 ， 这 个 式 子 不 可 能 趋 于 叭 
一 的 一 个 极限 。 

车 一 0， 这 有 限 丈 商 是 z， 当 z 一 0 时 它 是 趋 于 零 的 。 

由 上 述 酝 币 性 的 定义 可 见 ， 玻 学 分 析 中 的 那些 求 导 公式 对 复 变 函 


数 来 说 ， 也 仍然 是 成 立 的 ， 即 
seo tg) 2) TE Ca) HOLY BCE) = CIBC) 十 于 (Z) + CX), 


[FE 一 = (g(r)) 8 (2)， 


ffz) VY _ f(z)g(z) ti)g C0) 1 
| (长 gz g: (2) i 

{1—30) 
(在 上 面 景 后 一 个 关系 式 中 ,了 与 Pp 是 互 为 反 汕 数 的 沙 数 ， 且 (5) 才 


0)。 


2,4 解析 函数 


车 F(z) 在 2 的 某 个 邻 域 沟 是 点 点 可 导 的 ， 则 我 们 称 42) 在 
点 加 是 解析 的 《有 的 书 上 也 称 为 正则 的 或 全 纯 的 ) 。 戎 jt 在 区 
域 多 内 点 点 是 解析 的 ， 则 称 f(z) 在 区 域 留 肉 解析。 车 f(z) 在 
整个 复 平面 宅 上 解析 ， 则 称 1(x》 是 整 画 数 。 着 1 了 (2) 在 点 % 不 是 解 
. 析 的 ， 但 知 它 在 点 2 的 每 个 邹 域 内 至 少 有 一 点 是 解析 的 ， 则 称 有 是 
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7(2) 的 奇异 点 (或 奇 点 】。 设 1(2)} = 二 (2 二 2)/(z2: 二 1》， 则 +i 和 一 1 
是 1 的 奇 点 。 于 面 讨 论 解 析 的 必要 或 充分 条 件 。 
| 、j{z) 是 解析 的 必要 条 作 

"车 0 = 一 (X77 十 iv(x,》) 症 缚 定 点 是 可 微 的 , 间 当 Az 以 任何 方 
式 趋 于 零 时 ， 比 率 { 人 十 A2) 一 AZ2)}/Az 必须 者 于 一 个 确定 的 极 版 。 
令 Ar= Ax 十 这 3 取 Az 完全 是 实数 ， 于 是 Ay 一 0， 删 


W(X+ Ax, ?一 t UX YY i MX AX, 3? 一 DC 3 
Ax | Ax 


当 Ax 一 0 时 必须 趋 于 一 个 确定 的 慨 限 。 于 是 在 点 (4x, 好 处 的 博世 数 
Hz Ux 炮 须 存 人 在， 而 且 这 个 板 限 就 是 十 i 类似 地 ， 若 我 们 到 Az 
完全 是 虚数 ， 于 是 Ax=0， 我 们 发 现 tyy ty 几 在 点 (xz， 》) 姓 厦 在 ,而 
且 在 此 情况 下 这 极限 是 好 一 ity。 出 于 得 到 的 这 两 个 极限 信 必 须 是 相 
等 的 ， 取 实 部 和 虚 部 ， 我 们 获得 


这 两 个 关系 式 称 为 柯 西 - 蓝 曼 偏 微 分 方程。 

. 这 样 ， 我 们 已 经 证 明 ，j (在 点 z 处 可 微 的 必要 条 件 是 ， 四 个 偏 

导数 tz Uzxs Uys Uy 存在 ， 而 且 满 足 初 西 - 签 曼 偏 微分 方程 。 
上 述 条 件 是 必要 的 ， 但 不 是 充分 的 ， 例 如 函数 区 十 志 一 1(3?), 其 中 
二) 一 一 过 

1 C0), 1(0) =0, 
谈 画 数 在 原点 是 连续 的 ， 而 号 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 但 (0) 不 存在 。 

又 如 ， 设 函数 六 2) = xz， 虽然 该 函数 在 原点 满足 柯 西 - 黎 曼 
方程 ， 但 它 在 原点 不 是 解 术 的 。 

这 两 个 例子 的 证 明 历 给 读者 去 完成 。 

二 、ft*?) 是 解 祈 的 充分 条 件 

定理 设 f(z) 是 区 域 多 内 连续 的 单 值 函 数 , 若 在 锰 内 每 一 
点 ，VWxs Dxy Wyy Uy 这 西 个 偏 导 数 存 在 且 连 续 ， 并 满足 柯 西 - 黎 受 方程 ， 
则 ffz) 在 区 域 多 内 是 解析 的 。 
- “证 明 利用 中 值 定理 ,有 


地 而 18 和 


HOT YAY) — HX, y) 
x AX, ST AP) WX AX, yu AX, y) —n(x, y) 
-AYU XA, YOAY) AX (x Ax, y}, : 
其 中 0 之 8 之 1,0 过 之 1。 由 于 gx 二 是 连续 的 ， 我 们 能 将 Ar 号 成 
Au Ax{uelx, 7 二 TE} 二 Ay {U(X 7) 十 EY 
其 中 和 sr 当 I 时 移 趋 主 零 。 
燃 似 地 ， 调 
太一 六 XU (Xp) 十 1 + At (x, 十 政和 
其 中 四 和 当当 |Azj->0 时 都 趋 于 零 。 央 此 
让 WO ANT iAL 
一 由 YE id) 二 YH 4 iDy) 二 WAX oAy, 
其 中 © 和 ew’ 当 1Az| 一 0 时 都 趋 于 零 。 
应 用 柯 西 - 黎 亡 方程 ,我 们 获得 
AW—= CARXIIAY CH, Tid) -OAX TO AY, 
两 边 除 以 Az， 令 Az->0， 取 级 限 ， 便 得 


dyy 


dz 一 Ex + ry 


StOAY | ol + ol, 


我 们 注意 到 ， 在 二 述 f(z) 解析 性 的 充分 条 件 的 讨论 中， 要 来 -~ 
和 4 交 四 个 一 阶 偏 导 数 具 有 连续 性 。 
(20, C1-32) 
事实 上 ， 若 w=t 十 记 二 J(z),n， 7 是 < 和 ?的 通 数 ， 由 于 
1 一 ,4 四 
X= 三 ?十 2 7), y= (2 *), 


因为 


ww 和 v 能 形式 地 看 成 是 ?各 7 这 两 个 独立 变量 的 应 数 ， 于 是 
0%. 十 下 oy (ee cx 1 2 


CFT) Ow, - 
OZ Oz Oz 


一 三 Cu ivy ) + 5 (Wat log) z 
. 19. 9 


一 [uy) 十 让 De 十 下放 了 


因此 ， 由 柯 西 - 效 曙 方程， 立即 知道 01 {2} /8 z 0。 
公式 (1-32) 表 明 。 在 一 个 表示 2 的 解析 函数 的 解析 式 子 中 , x 和 
> 只 能 以 x 十 砂 的 联合 式 出 现 。 例 如 ， 一 看 就 能 明白 ， 画 数 
Sin(x+ 3iy) =sin(2r— 2£) 
不 可 能 是 个 解析 东 数 。 
最 后 ， 我 们 还 要 指出 柯 西 - 获 曼 方程 的 一 个 推广 。 设 画 数 f(z) 在 
点 了 是 解析 的 。 在 点 z 任意 选取 两 个 相互 正 交 的 单位 向 量 访 和 用 


《 即 模 等 于 1 的 两 个 复数 ) ， 并 且 总" 按 北 时 针 方 向 转 到 2"。 出 于 导 


数 的 计算 与 刻 取 的 方向 无 关 ， 于 是 我 们 有 
:r,s 1 Ou ,: GUN 1 OH ,dv 
Mi 
到 其 实 部 和 草 部 ， 便 得 到 
Ou ~ Ov Ou OY 
BS nn’ on 685° 
特别 在 家 坐标 Cr, 人 中 ， 设 站" 是 辕 局 1z1=7 的 逆 时 针 方 访 的 切线 
的 单位 向 量 ，9 是 圆周 1z1=r 的 问心 法 组 的 单位 向 量 。 注 意 到 
0 一 rb, 加 = 一 Dr 由 (1-33) 便 得 到 极 堂 标 下 的 森 西 - 黎 紧 方程 为 : 


ou _ du nu _ ov 
00 TT "or 8° (1-34) 


(1—33) 


2.5 调和 函数 及 其 在 牺 理 学 中 的 一 些 应 用 


设 玉 2) 是 个 解析 诈 数 ，z 二 Xx 十 iy, 令 MX 3) 二 Ref(29), V(x, 二 
Imf(z)， 则 称 u(x,y》 和 vl%,》) 是 互 为 共 亏 函数 。 
由 于 和 4 的 偏 导数 湾 足 柯 西 - 歼 曼 方程 


Ow PL 他 已 季 1 


Bd? dy ox 


车 4 和 + 的 二 阶 偏 导数 都 邦 在 ， 且 关于 * 和 2? 的 二 阶 混 合 偏 导数 是 
可 闯 换 的 ， 对 {1-31) 式 求 偏 导数 、 即 得 
» 20 » 


or hi — 


0? O20 dik Dz By dtv 


Ox Br Oy? ? By x: 2 
因此 ，w 和 和 忆 痢 满足 二 维 的 拉 背 拉 斯 (Lablace) 方程 。 
Dp dp __ 
及 En = 一 。 一 一 四 网 
VP By =0, (1-35) 


我 们 称 满足 拉 普 拉 斯 方程 (1-35) 的 函数 为 调和 范 数 。 以 后 ， 我 们 
会 知道 ,解析 函数 2 的 实 部 utx, 芒 和 虚 部 v(x,》) 都 是 调和 函数 ,这 
时 我 们 自然 要 问 ;给 定 调和 函数 (x,3) 或 wx 32) 我 们 能 否 找到 一 个 
解析 函数 ftz)， 使 得 所 给 的 tx 或 clx,) 怡 是 了 (2) 的 实 部 或 典 
部 ? 答案 是 可 能 的 。 若 给 定 的 函数 w(xs》) 或 v(x;》) 是 潢 足 拉 普 拉 斯 
方程 的 初等 函数 的 一 个 简单 组 合 ， 虽 这 样 的 解析 函数 7(z) 是 存在 的 。 
这 时 用 下 述 米 尔 - 汤 姆 松 (Milne-Thomson) 方 法 找 (2) 是 非常 方便 
的 。 

由 于 % 一 广 (Z 二 2)，J=- 计 -2 一 世 )， 


2 十 了 2— 2 VN, z 十 名 zz ) 
1(z) =u( 2 “ Di )+iv( 2 ? 2 ， 


我 们 可 将 这 等 式 看 成 是 两 个 独立 变量 z 和 z 的 形式 恒等式 ， 置 z 一 
有 


了 (2Z) =ut2, 0) +ivtz, 0), 
根据 宰 西 - 黎 曼 方程 ，f7(2) 二 Wy 十 i 二 Wy 一 iWyy 因 此， 车 将 和 
分 别 记 为 P(x 3) 和 9920x 》)， 则 我 们 有 
T(z) = PR, 一 元 zx 2) = 2 0) —iqps lr, 0), 
将 上 式 积 分 之 ， 我 们 有 
(0) = fp: 0) 一 is(z 0jaz+e (1-36) 


其 中 ec 基 个 任意 常数 。 
燃 似 她 ， 若 ufx,》) 是 给 定 的 ， 令 (X,Y) 二 山 ， 和 (XX,7) 二 Vx， 我 


们 能 证 蜡 ， 
102) = | {Wiz, 0) +iy,Cz, 0)}dz+e, (1-37) 
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其 中 是 个 任意 常数 。 
例如 ， 设 W(X, 3 一 BY{X C905 7 一 ysin Y》)。 


这 里 _ 
中; = 有 :eX COS y— Ysin yt+ceos 2 ， 
py er XSin yn yycosy) 
Oy - ° 
因此 fF(2) = (2 0) 一 is(z,0) 一 ez(z-F1)， 
芍 fz) =|ertz+ 1)dz+ c=—ze*+eo 


下 年 我 们 将 讨 论 可 用 调和 和 函数 描述 的 一 些 物 理 现象 。 

一 、 稳 定 状态 的 热传导 问题 

我 们 知道 ， 热 到 过 物体 的 传导 是 能 量 被 转 殉 。 在 物体 内 每 一 点 处 
热能 流动 的 时 间 上 比率 能 用 向 量 来 表示 。 在 一 般 情 况 下 ， 这 个 向 量 的 长 
诬 各 方向 不 仅 随 点 的 位 置 而 变化 ， 而 且 还 随时 间 而 改变 。 我 们 仅 椒 于 
讨论 务 定 状态 问题 ， 即 这 热流 向 量 与 时 间 无 关 。 这 样 ， 在 物体 内 的 的 
传导 强 产 就 击 空 间 坐 标的 向 量 函 数 给 出 。 这 样 的 函数 通称 为 向 量 场 。 
在 现在 情况 下 ， 这 个 间 量 场 被 称 为 热流 密度 场 ， 记 为 @Q。 

由 于 它 与 复 变 理论 有 紧密 的 联系 ， 我 们 在 这 里 只 讨论 二 维 热流 问 
题 ， 这 就 是 说 ， 这 向 量 筷 中 的 向 
量 都 平行 于 某 一 个 平面 zx， 并 县 
在 疏 家 于 的 任何 一 条 直线 上 
帘 有 区 点 处 ， 这 个 场 中 的 向 旱 
(就 天 小 与 方向 来 说 ) 都 是 相等 
的 。 显 然 , 在 所 有 的 平行 于 的 
平面 内 ， 这 个 向 量 场 的 情形 都 完 
全 相同 ， 因 此 ， 这 个 向 量 场 可 以 
用 由 位 于 平面 "内 的 向 量 所 构成 

图 1.5 的 一 个 平面 向 是 场 来 完全 表示 出 
来 。 说 到 平面 内 的 一 条 基线 ， 荐 意味 着 一 个 柱 面 ， 而 一 个 区 域 则 是 意 
号 着 一 个 福 体 。 我 们 把 平面 5 看 成 复 平 面 。 
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现在 我 们 来 讨论 二 维稳 定 执 流 问 题 ， 其 边界 出 面 如 图 1.5 所 示 。 
这 平 概 的 上 、 下 界面 被 殷 定 基 完 企 绝 纤 的 ， 没 有 热量 被 这 绝 绿 表面 所 
吸收 或 散发 ， 这 平板 栅 曾 界 面 的 基部 分 曲面 与 泛 源 相连 ( 它 发 出 涩 
能 ) 或 与 热 淘 相 连 它 吸收 这 能 ) ， 其 余 的 曲 画 是 绝 繁 的。 热能 不 可 
能 流 进 任何 完全 绝缘 的 曙 而 。 这 绊 ， 热 流 赛 度 铅 量 将 被 假定 是 与 任何 
绝 稍 边界 棚 切 的 。 遇 于 很 定 热源 和 和 热 海 的 性 质 与 坐标 轴 二 是 无 关 的 ， 
6 王 直 于 XY 平 夯 ， 所 以 ， 平 板 肯 的 向量 场 全 仅 依 烈 于 变量 < 各 3。 
平 粕 上 、 下 界面 的 绝缘 性 保证 忆 只 有 沿 工 加 和 yy 辅 的 分 量 ， 就 是 
说 ,入 有 分 量 但:(%, yy 和 和 昌 ,(x,y)。 于 是 a 全 可 表示 成 下 述 复 热 流 密 
度 形式 ， 

g(xX, 3) = Q(X, y) Ti (xX, We, 《1-38》 

基 中 ，@x(x 让 和 日 (xX, 了) 记者 是 复数 2 一 x+ 称 的 阴 数 。 出 此 可 地， 
二 维稳 定 热传导 问题 只 与 复数 z= 一 x 十 iy 有 关 。 

由 于 通过 任何 曲线 的 热流 量 了 是 单位 时 间 内 适 过 该 曲线 的 部 甬 
的 流量 ,加 泣 过 徽 分 弧 长 ds 的 微分 热流 量 dj 为 


df = ds, {1-39) 
其 中 ，8， 是 @ 在 ds 的 外 法 线 方 品 上 的 分 量 : 积分 
1=|.Q, ds (1-40Y 


表示 向 量 场 8 经 过 曲线 C 的 热流 量 ， 其 中 ds 是 曲线 的 骤 长 的 微 
分 。 如 果 用 dx 和 dy 表示 沿 曲 线 C 的 微分 ， 出 dz=S*ds=dx 十 idy， 
其 中 SS 表示 基于 曲线 CC 的 单位 向 量 。 若 用 22° 表示 委 家 于 曲线 CC 的 
单位 向 量 ， 出 #"ds 一 一 iS' ds 一 dy 一 jdx, 于 是 ，Qnds 一 Q(X, dy 一 
人 ,Cx ydx, 所 以 ，t1-40) 式 可 以 写成 
f=| Qa, Ydy -Qu(x, y) dx (1-41) 
热流 量 的 面 密度 ， 即 经 过 闭 上 曲线 的 热 党 量 对 这 闭 则 线 所 围 面 积 入 
的 比值 , 当 区 域 4 收缩 成 点 ?时 所 取 的 极限 信 , 称 为 光量 场 在 点 7 处 
的 散 诬 | 
divQ = lim | Odss {1-42) 


$2 


恒 是 ， 根 据 恪 林 (Gteea) 定 理 ， 有 
_ fr/aQ, ,69 
me {1-43) 
显然 
div 籽 一 “十 学 :--。 {1—44} 


者 在 把 2z 处 ， divO 到 0, 出 称 上 .Zz 总 流 源 《有 上 时 只 有 在 div 和 >0 
的 情形 才 称 为 流 源 ， 而 使 div@ 过 0 的 太 称 为 流 沟 ) 。 如 果 存 一 个 区 
域 凶 内 的 每 一 个 点 处 都 有 


mm O00 ge8， 加 
div 和 一 Er tay =—0 C1 45) 


那么 便 说 , 癌 量 场 外 在 这 区 域内 是 一 个 管 量 场 。 由 上 述 格 林 定理 可 知 ， 
向 居 场 @ 在 区 域 针 内 是 一 个 管 量 场 的 充 车 条 件 是 ， 基 区 学 经 让 
任何 益 当 区 总 的 边界 曲线 C， 其 流 量 者 等于零， 即 


| Qnds =0, (1~46) 


方程 (1-45) 当 且 仅 当 二 维稳 定 热 注 密 度 向 量 @ 在 既 没 有 热源 又 没有 
热 沟 的 地 方 被 满足 。 

我 们 熟知 ， 热 能 在 一 介质 中 的 传导 家 与 在 这 介质 中 出 现 的 温 关 有 
关 ， 也 与 产生 这 温差 间 的 距离 有 关 ， 也 就 十 说 ， 与 温度 关于 距离 的 改 
变 率 有 关 。 我 们 继 绪 假定 二 维 热 流 的 热流 向 量 和 @@(x,7) 有 分 量 8 和 
QJ， 投 plx,》) 是 在 可 导热 介质 中 的 温度 ， 别 能 说 大 向 量 各 的 分 量 与 
ptx 2) 之 间 成 立 着 下 列 关 系 式 : 


,= —k SoCx, 3), ‘1]—470) 


Q,=—k-. 六 Cx, yy, (1-47b) 


这 里 大 是 一 常数 ， 永 为 热传导 系数 它 的 值 与 所 考虑 的 介质 有 关 。 方 
各 (1-470,b) 等 价 子 "8 是 负 滋 以 温度 q(x, 的 祷 度 ”。 温 度 p (x 
y) 是 作为 “ 势 函 数 ”、 条 用 方程 (1-47a,8)、 出 它 可 计算 Q& 和 8, 
借 基 这些 关 系 式 ， 方 程 (1-45) 可 写成 


中 吕 达 和 


Op 天 Ko dg dp 
k i By ™0 或 者 -yz + Fi Byi O° 《1-48) 


因而 ,在 称 定 状态 条 件 下 , 在 没有 源 种 沟 的 地 方 , 导 柱 内 的 温度 p(X, 3 
是 一 个 调和 函数 。 

由 于 温度 P(X 沪 基 一 个 调和 棚 数 ， 于 是 ， 在 对 应 于 导 打 内 部 的 
xy 平面 的 区 域内 ， 它 能 被 看 成 某 一 解析 函数 的 实 部 。 这 解析 函数 记 为 
全 (z)， 它 就 是 通常 所 说 的 复 温 度 。 我 们 有 | 

DP) Px, 7) 十 地 (xy 7), (149) 

这 样 ， 复 温度 号 (2Z) 的 实 部 就 是 实际 的 温度 px,?)。 这 复 温 度 的 虚 
部 ， 即 $lx, y)， 我 们 称 它 为 流 画 数 ， 因 为 它 与 在 流体 中 描述 质点 流 
动 的 流 线 的 函数 相 类 似 。 称 Fix,3) 三 常数 的 时 线 流 辞 势 线 ， 称 W(x, 
7) 一 崇 数 的 昌 线 为 流 线 ， 容 易 证 明 这 两 族 曲 线 是 互相 正 交 的 。 

异 助 和 -470,5b)， 复 热流 密度 可 通过 温度 改写 成 ， 


q= 一 太守 op 二 i 5 7-). (1-50) 
用 于 十 (2) 是 一 个 解析 函数 ， 则 
dp om |，i 9 o_o9 
dz Hx Ox’ bx Oy” 
于 是 ， 我 们 有 
dd _ Op 。 OP | rr 
(S$ = 时 -ti Oy? C1831) 
一 -2 )。 (1-52) 
二 、 流 体 流动 问题 


由 于 应 开 于 热传导 移 许 多 概念 可 直接 扣 到 流体 力学 中 来 ， 因 此 ， 
美 于 这 个 间 题 我 们 能 描述 得 较 简 略 一 些 。 

假设 我 们 讨论 的 是 “理想 流体 ”， 就 是 说 它 是 不 可 压缩 牌 ( 它 的 
质量 密度 是 不 改变 的 ) 和 没有 烙 性 的 《没有 因 内 妆 磨 探 的 损耗 ) 。 并 
且 。 我 们 假定 流动 是 处 于 稳定 状态 的 ， 邯 流体 内 任何 一 点 的 流动 速度 
与 时 间 是 无 关 的 。 像 热 的 流动 一 样 ， 流 体 流 动 从 流 源 开始 ， 到 流 沟 终 
止 。 


* 中 三 人 


若 一 不 可 渗透 的 坚硬 的 障碍 牺 置 于 运动 的 流体 中 ， 这 时 流体 将 沿 
物体 的 切 鲁 方向 运动 ， 很 像 热 沿 平行 于 绝 绿 边界 的 流动 。 

天 一 段 中 ， 我 们 仪 限 于 讨论 二 维 热 流 ， 热 的 传导 是 平行 于 Oxy 
平面 ， 县 只 与 变量 x 和 yy 有 关 。 此 地 ， 我 们 仅 限 于 讨论 平行 于 Oxy 
平面 的 二 维 流动 。 流 动 速度 了 是 向 基 场 ， 一 般 依赖 于 党 标 x 和 2 它 
类 似 于 热流 害 度 QB@。 下 沿 x 轴 和 >》 轴 的 分 重 是 Vi 和 Vs。 速度 下 
蚌 下 述 定义 的 复 速度 联系 在 一 起 的 向 旱 ， 

UV tx, y) tiVy(X, y), ‘1-53) 
这 式 子 与 复 热流 密度 9 一 Q(x,7Y) 二 i;(X%,》) 相 类 似 。 
变 C 是 一 条 位 于 流体 流动 区 域内 的 曲线 ， 积 分 
r—| was= | dx+ Vydy (1-54) 


叫做 高 量 了 沿 曲 线 C 的 线 积 分 ， 其 中 ，V 是 了 在 曲线 C 的 切线 方 
向 的 返 影 。 称 沿 着 一 条 六 曲 线 荆 的 线 积分 为 环 量 。 坏 量 的 面 密度 ， 妈 
洪 团 曲线 C 的 环 量 对 这 曲线 记 国 面积 4 的 比值 ， 当 有 妇 欧 于 一 个 后 
z 时 所 到 的 极限 值 ， 中 做 这 疝 景 场 正 所 处 的 旋 度 或 涅 是: 


roty = lim - | Vdses 帮工 一 号 5 
最 然 
rotW 一 OV, _ Vy o {1—56) 
Bx Oy 


向 量 场 中 个 rot 玉 郑 0 的 点 ， 岂 做 这 向 量 场 的 涡 旋 点 ， 或 者 简称 为 溪 
点 。 垦 末 在 区 域 村 内 每 一 点 处 都 7 


ory OV 0 (1 一 57) 
的 话 。 那 么 重 说 ， 疝 量 场 在 这 一 区 域内 是 泥 旋 场 ， 或 者 是 位 场 。 出 灌 . 
林 定 理 
| v ds =||rorvax dy (1-58»》 
可 知 , 区 域 多 是 位 场 的 充 要 条 人 性 这 对 窗 内 任何 阁 当 区 碟 的 边界 曲线 
ws 2 * 


C 的 环 量 都 等 于 零 。 

使 向 基 场 是 … 个 位 场 的 条 件 (1-57) 说 明了 表达 式 Vy dx 十 Ys dy 
是 基 一 个 函数 gx 坊 的 微分 ， 这 个 函数 叫 微 向 量 场 药 势 画 数 , 或 者 圳 
和 位 能 。 从 关系 式 

Vdx + Vdy =d9 


年 让 以 得 虽 
一 ， (1—59a) 
CG 
V.— oP, (1-595) 
Oy 
或 者 ， 完 全 同样 ， 全 以 说 ， 束 庶 是 隶 度 势 徇 倍 讼 ， 即 
一 &radp。 


如 果 向 量 场 下 在 某 一 个 区 域 留 内 蚌 一 个 管 量 场 ， 则 在 区 域名 
内 的 每 一 点 处 都 有 


div VF -oF Ory 一 0 (1-60) 
DY 


孝 在 区 域 多 内 一 继 关 检定 率 度 向 世 于 既 没 有 流 尖 也 没 有 流 沟 。 
借助 美 系 式 (1-58a, 5)， 方 程 (1-60) 可 : 芒 度 


OP LO (1-61) 
Bx? ' Oy : 


这 说 明 ， 对 二 维稳 定 速 度 场 了， 在 没 契 流 源 和 没有 涡 点 的 地 方 ， 连 度 
势 9tx, 旋 是 一 个 通 和 国 数 。 

现在 我 们 确定 -- 个 解析 函数 宇 (Z)， 其 实 部 为 钊 (xz 7) 其 耻 部 
xx y)， 称 为 流 函 数 。 这 样 

2) 一 站 《YX y) + iy, }) (1-52) 

称 为 复 势 。 

腥 执 与 流动 妇 度 之 间 有 简单 六 关系 。 从 方程 (1-62)、(1-594,b) 
和 (ti-537， 我 们 有 


p=V, tiV,: -(- 轻 -2 , 《三 63) 
之 、 静 电场 问题 
在 遂 电 学 中 ， 电 页 是 稳定 的 ， 正 电 菊 为 电流 动 的 源 ， 负 电荷 为 电 
者 27 虽 


流动 的 海 。 和 多 句 话说， 电 的 流动 从 正 电 荷 出 发 ， 而 被 负电 蒋 所 配 收 。 
我 们 讨论 Oxy 平面 的 静电 场 。 设 姬 是 电流 密度 向量， 吾 是 电 
场 上 四 量 ， 它 们 在 x 轨 和 3 轴 了 的 分 量 和 分 别 是 卫 - 利 卫 ，Er 和 Ey, 它 
们 分 别 对 庶 于 下 述 复 变 函数 : 
dz2) = Dy (X,Y) +iDy(x,)), (1-64a 
Ee(2) 一 下 xf y) + iB,(tX, y), (1—64b) 
网 数 4(2),el) 分 别称 为 复 电 流 密 席 和 和 复 电 场 , 甩 D=tE。 这 里 & 
是 正常 数 ， 称 为 介 电 常数 。 线 积分 
r={ Eds 


表示 静电 场 的 力 沿 着 路 线 C 所 作 前 功 ， 其 中 BE: 表示 向 量 吾 在 曲线 
C 的 切 线 方向 的 投影 。 向 量 到 的 消 着 任何 一 条 半路 线 的 环 量 都 等 于 
零 ， 因 为 静电 场 的 维持 并 不 需要 耗费 能 量 。 事 实 .上 ， 假 如 沿 着 茶 一 条 
闭 晶 线 忆 的 环 量 不 等 于 零 ,那么 , 朝 一 定 的 方向 绕 行 这 路 线 无 限 多 次 ， 
我 们 便 会 得 到 一 个 无 限 的 能 源 ( 永 动机 〉 了。 由 此 可 知 ， 在 静电 场 内 
的 任何 一 点 处 都 有 


Bx Gy = 人 0。 {1—65» 


办 此 ， 蒋 电场 总 是 一 个 位 场 ， 这 就 是 说 ， 存 在 一 个 单 值 画 数 P(x,)， 
使 得 


oP Eo : - 
五 > Dx ’ E, By 和 1-66ay 
9 0 
Dx 一 一 e- 5 ， Ds=— -eg {1-66b) 


其 中 称 p(x,y》) 为 静电 场 的 电位 ， 
.如 果 在 区 域 留 内 没有 电荷 ， 那 么 在 多 内 处 外 有 


, GE, , OF, _ a 
div EE 志和 十 gy De {1-87Y 
借 有 关系 式 人 -66)， 方 程 人 1-67) 可 写成 
Om Fp i a 


# 人 2 和 生 


这 说 湖 ， 对 二 维稳 定 裔 电场 ， 罕 没有 电 苛 的 区 战 内 ， 电 位 wtx,) 是 
一 个 调 交 函数。 在 这 区 域内 ， 在 在 一 个 解析 测 数 鲁 (Zz)， 其 实 部 为 
外 (xD 其 庶 部 W(X, 3) 称 为 力 机 数 。 机 数 

DLZ) PX VY) 十 过 6, 了) .1-69 
称 为 复 电 位 。， 于 是 ， 由 方程 (1-64)、t1-66) 和 (1-69)， 我 们 有 


dtZ) 一 -eeF)- 和 e(Z)= 一 (2 


a 


C1-—70) 
其 它 如 物 压 扩散 和 廊 磁 所 ， 调 和 哺 数 也 是 有 用 的 。 
四 、 渗 流 问题 
液体 、 气 栖 或 合 气 液体 在 多 和 孔 介质 中 的 流动 叫 渗流 或 沪 流 。 多 筷 
介质 可 作为 合 有 大 量 相互 结合 的 筷 穴 或 交叉 裂 细 的 刚体 。 
真实 土壤 颗粒 的 形状 和 大 小 ， 以 及 它们 排列 的 情况 是 很 复杂 的 ， 
是 没有 规律 前， 因此 在 研究 多 扎 介 质 的 物理 性 质 时 。 我 们 只 能 按照 一 
些 平 均 的 性 质 来 判断 它们 的 渗流 性 访 。 在 研究 浴 流 时 ， 并 不 注意 流体 
在 孔 究 或 裂 儿 中 的 运动 形式 ， 也 不 证 及 孔 灾 或 裂 甸 的 形状 ， 面 只 确定 
渗流 流动 的 平均 性 质 ， 如 速度 、 压 力 和 流量 等 。 在 土壤 的 潜流 性 能 
中 ， 和 孔 量 系数 wh 是 一 个 极 重 要 的 特性 量 ， 
m=W’/W, (1-71) 
其 中 ，W 表示 试 样 的 总 体积 ，W’ 是 试 桩 中 筷 穴 的 体积 。 
流体 在 土壤 等 多 孔 介 质 的 孔 六 或 岩石 的 矣 院 星 的 流动 现象 是 级 复 
杂 的 ， 因 为 和 孔 穴 和 链 阶 的 分 布 是 极 复 杂 的 、 是 没有 规律 的 。 因此， 我 
们 不 能 确定 流体 在 扎实 或 链 辽 中 任何 一 点 处 的 速度 ， 但 是 ， 我 们 有 可 
能 知道 铬 筷 介 质 中 流体 的 平均 流动 速 训 的 大 小 4"， 


AY 
AW’! 


其 中 ，AQ 表示 通过 小 据 面 积 AW 的 实际 流 昨 ，AW" 是 这 小 据 面 各 
所 有 孔 闪 和 异 稚 的 共 而 面积， 好 

=AQ/m'AW,。 (1-727 

为 便于 研究 ， 在 研究 渗流 时 ， 我 们 假定 流体 的 运动 充满 所 有 的 空 


" 39 * 


eo 


问 ， 寺 充 满 孔 闪 、 发 句 和 介质 骨骼 所 占 的 空间 。 这 种 把 连续 地 充满 着 
介质 的 骨 器 和 了 乱 穴 的 体积 的 同一 流体 运动， 称 为 假 杷 渗流 。 我 们 就 用 
这 种 很 想 滩 浇 来 代 百 多孔 介质 中 的 真实 深 流 。 在 多 了 筷 介 质 中 任意 指定 
的 一 块 问 积 上 ， 假 想 滩 流 的 流量 等 于 通过 这 不 面积 的 真实 流量 。 
役 通 过 面积 AW 的 流体 的 实际 流量 六 AQ， 我 们 定义 假想 渗流 的 
速度 2 为 
t 一 A9/AW, 
因此 
UN, (1-73) 
我 们 仅 限 启 讨论 二 维稳 定 浴 总 ， 它 们 对 空 于 那些 学 行 于 一 个 平 
面 的 空间 渗流 。 取 这 个 平面 为 XY 平面 。 在 渗流 到 的 每 一 个 点 二 处 者 
有 一 个 速度 向 景 F， 其 在 %* 轴 和 3 轴 的 分 硬 为 Vy 和 7， 其 相应 的 
v= VTiV,, i-74) 
根据 渗流 理 流 中 的 达 西 (Darcy) 定 律 *， 若 包 孔 介质 是 匀 基 的 和 各 
向 问 性 的 ， 唱 


Vx - ， (1-75a) 
V,——k 3 (1-75b) 


圭 中 ，Rh(x,} 是 在 点 (x 处 的 地 下 式 的 水 位 标高 ， 简 称 为 求 美 ,大 称 
为 洪流 系数 ， 或 称 为 水 动态 告 导 系 球 ， 它 是 和 常 数 。 
假定 多 孔 分 质 是 不 可 变形 的 ， 而 疝 体 是 未 可 压 铅 的 ， 根 据 质 量 等 
各 定律 ， 我 们 能 证 明 其 连续 性 方程 为 
Or oy 一 《1-76) 
OX OY 
将 方程 0-750, 妨 代入 (1-76}， 我 们 有 
6 汲 02h ~ Oh eh - 
1 人 
这 表明 ， 车 宪 孔 介质 是 匀 质 的 、 各 河 辣 性 的 和 不 可 变形 的 ， 叉 假 谈 多 
“是:N: 阿 拉 志 、C.H, 努 美 罗 夫 千 ， 王 七 东 译 : 水 流 理 论 ， 高 教 出 版 柱 ，1958。 


和 号 性 * 


并 介质 中 揭 流 伍 是 不 可 压缩 的 ， 则 水 头 h(x,》) 是 一 个 调和 函数。 于 
是 ， 在 上 述 次 流 区 域内 ， 存 在 一 个 解 折 函数 BB(Z)， 其 实 部 p(X, = 
一 k(xX, 2)， 洪 碰 部 钊 (x, 7) 称 为 流 丁 数 。 国 数 


DI = Tibex, y} (1—78) 
称 为 治 流 做 势 。 由 方程 (1-78) 和 (1-~756,5》)。 则 得 
h(x,y) —— FE Re® (2), (1-79o) 
( -所 (4 Vi, C1-795) 
p(x, y}——cReDtiz), 2 一 下 ， C1—79¢) 


其 中 ，p(x,y) 表 示 滩 流 流 体 在 点 (x,y) 处 的 动 里 力 ,& 是 流体 的 粘性 系 
数 , 上 导 十 壤 的 滩 衣 系数 。 因 上 毕 ， 车 知道 渗流 的 复 势 (x)， 就 能 得 
利 记 要 求 种 水 半 EtxX,yY)、 淤 流速 度 7 ，Y， 和 动 压 力 P(X,》)。 
我 们 将 上 述 允 热传导 、 流体 流动 、 静 电场 和 渗流 的 讨论 总 结 成 
表 1-1。 
于 1-1 
| 得 传 导 ”这 剑 沪 芭 参 由 场 | 治 流 


流动 密度 向 | @= 热 流 寺 密度 了 太 -过 亚 。 | 也 = 电流 荔 密 氏 | V = 诊 注 速度 
其 : 


复 沪 动 画 数  q Or-i8， | vaVeriVs | 了 -Drip | v=-VeriVy 
调和 要 国 要 ， 鹿 产 : 和 这些 圾 藤 地 过 连 译 热 
外 ， 
| 
流动 密度 分 | 3 9 Lp oP -Kk 
明 ! Qe= Fk A Ve= de Ds ?ye Y = Ee 
和 一 也 3 | 二 3 ,二 一 Eby = 一 BP 
] 名 7 Wn Dr= ~e D7 1 Veen yy 
复 流 动 害 济 45) | Er 
本 = 一共 Y= ' 习 =-E YY 二 一 下 
号 复 热 (时 | dz (Cm 2 ) ( 冶 ) 
号 = 中 + jj 下 | 


地 了] 二 


(tz) 一 Az 十 B， 丰 和 8B 都 是 实数 。 (1-80) 
试 讨论 其 静电 场 、 热 传导 、 流 体 流动 和 泛 流 的 等 势 线 ， 洲 线 和 流动 密 
度 。 
解 ” 势 函数 为 

Px} =Re(tA+B) =Ax+B, 1-81) 

WX) = mA B) =Ay, (1-82) 

由 于 等 势 线 为 使 w(x,») 二 ci 的 迹 线 ， 由 方程 (1-81) 可 知 ， 在 等 热线 

上 x 取 党 数 ， 如 图 1.6 中 垂直 次 线 所 示 。 由 于 流 线 为 使 则 (Cx3?) 一 Cz 

和 的 迹 线 ， 由 方程 (1-82) 可 知 ， 在 流 线 上 > 下 常数 ， 如 图 1.6 中 水 平 
虚 直 线 所 示 。 


于 1.6 


者 争 (2) 是 复 涅 度 ， 则 其 等 温 线 就 是 图 1.6 中 的 等 势 线 ， 复 热流 
密度 是 


q=—k -人 (4z 上 +B) =— -kA—0.+i0,, 


入 此 可 知 ， 一 一 0, 一 0 这 热流 是 均匀 的 ， 县 车 .4>>0， 期 其 流 
和 站 中 


动 为 负 x 轴 方 向 。 
车 钙 (2) 是 流动 复 势 ， 则 流动 速度 是 


一 VsTiy, 一 -2 
dz 


因此 ， 六 .二 A,V,=0， 流 体 流 动 是 均匀 的 ， 如 图 1.6 乒 示 ， 滋 4>0r 
则 如 图 1.6 雇 示 ， 它 是 向 右 流动 的 。 
z 车 于 (z) 是 复 电 位 ， 风 复 流 动 窗 诬 是 
他 一 —E£ -和 CAz+B}=—£A, 


国 此 ，Dx= 一 284&, Dy 一 0。 这 电流 动 密度 向 量 基 平行 于 x* 轴 的 。 若 
>>0， 则 如 图 1.6 所 示 ， 它 是 向 左 流 动 的 。 
若 驯 (2) 是 渗流 复 势 ， 则 其 自 速 度 是 
VY 一 一 地 (Az1+B}=C—A, 
因此 ，WV 二 一 夸 ,Vy 一 0, 渗流 是 均匀 的 ， 且 平行 于 辆 。 若 4>0 期 
如 图 1.6 席 未 ， 它 是 向 左 流动 的 。 


(Az+ B= 有 A, 


习 是 
1。 设 (2) 给 定 如 下 ， 决 定 (8) 在 2- 平面 上 上 行 处 存储 ， 
(01) c+idyct 和 是 常数! (2) CAF I y+ 1); 
《3 (tt1) +iys CY CAE — Ye — Pty) Fir Yt 2 
(HY Xs (BY 已 2 3CCOS Dry+isn 2ry)s 


(7》 ers: Cos 8 二 和 十 SET zp); (C8) KA/CXS+T VE) Ly/ (xX: Ty) 

2. 对 z 的 什么 值 ， 下 列 每 个 函数 具有 导数 ? 

C1) F(z) = 2 一世 一 jy (2) fl2) = (2) 

(3) f(z) = 2Rez {4 Fz) =2z|2|; 

(5) fF (42)=2/ 86 

3。 证 明 下 列 每 个 函数 昆 整 函数 ， 祥 出 导数 的 表达 式 及 其 在 点 = 1 = 工 的 
数 认 ; 

C1) X73 — 3X +iCaxtYy — 2) 

{2 etsin Sy 十 Lezm cos 2y 


到 叶 学 名 


(3) Er2 HICOS 2X 罗 二 :xz2 22 Sin 2y, 
地 证 了 机: 沙子 (2 = w(x Ti 在 共 区 起 上 是 解析 的 ， 则 吕 fz) =v 
一 i# 在 这 区 域 上 : es 
5..(1) 阁 解 林 画 数 福 某 个 区 域 上 是 继 亦 数 ， 和 由 它 在 那个 区 域 上 必定 是 常 数 ; 
(2) 关 在 (1 中 特 疝 实 到 人 之 * 纯 腹 数 ”， 出 上述 结论 入 成 了 。 
6- 假设 站 (28) = 站 + 地 是 解析 的 ， 在 汗 么 傅 讽 下 8i27 = 一 让 是 解析 的? 
〔 担 示 :， 考虑 男 才 (2) + (28) 和 了 (8) -8(8)， 并 谷 洛 习题 5。) 

7。 若 解析 函数 2) = w+ip 在 菜 个 二 汇 上 的 找 | Fi 等 于 常 孝 及 证明 这 
只 能 仅 当 T° (提示 ，; 车 到 二 0; 我 们 有 2 二 
d= tiv)= -jy 再 全 闪避 点 6 

3。 下 询 钢 数 中 哪个 并 数 荐 雷 和 的 ? 

CY x + ys (2) Sin 4 COs ys 

C3) EAX 2 (4) ETCOS y+E+ Po 

用。 设 人 (党 7 一 473 一 4 人 十 孝 十 1 

《1 让 明 (Xs 4) 能 是 菏 个 解 折 还 数 的 正 部 8 

(2) 若 p(x) 是 解析 冰 数 的 灾 郭 ， 求 虚 闻 3 

(9) 若 ftwxs 加 是 解析 六 衣 的 虚 训 ， 林 实 部 。 

10。 迟 名 (2) =er cos y+ie* 引 ny 是 提出 位 。 

(1) 用 复 电 位 找 于 在 和 = 3,y=1/2 村 的 复 电 汤 ， 

(2) 首先 找 出 稻 电 场 的 电位 8(X; 7)， 然 后 用 它 求 病人 在 上 述 上 起 的 复 志 场 

(9) 设 上 =8,85X10-32， 求 出 在 YY=19=i2 外 的 电流 宏 磺 向 量 的 分 量 DD 

和 D,, 
11。 设 二 (2) {COS 0 一 nn 0)z 是 和 新 ，( 计 0 

《1》 描绘 其 等 热线 并 抬 电 其 调 程 

(2) 描绘 其 硫 线 车 给 出 其 态 再 ; 

(3) 找 由 在 点 (*; 2?) 寻 的 速 谨 分 逢 Wr 可 下， 并 呈 扣 次 ， 取 什么 名 度 能 使 速 
谎 向 量 为 正 实 轴 方向 ? 


$3 圭 级 数 与 初等 函数 
3.1 槛 级 炒 


设 {ow} (es>>0) 是 一 个 复数 序列 ， 称 级 数 Za 收 生 到 4a， 当 且 似 
二 凋 生 二 


当 ， 对 于 每 一 个 e>0， 存 在 正 整数 N， 合 得当 m>>N 时 ， | 忆 an 一 
a| <e。 如 果 六 10,! 收 化 ， 则 次 级 数 可 0s 绝对 收 证 。 

命题 1 如 及 习 ar 绝对 收 化 ， 那 么 可 4r 收 伍 。 

证 揣 认 呈 0 人 作 Sr 一 本 十 3 十 和 十 人 因 六 也 | Go | 路 党， 所 
以 存在 正 整数 N， 使 得 > 19' <<s。 于 是 ， 如 果 m 关 kN, 出 

ISua—Ssl=| Do. <D lal<e, 

即 {S*} 是 柯 西 序列 。 所 以 在 宅 欠 有 一 点 5，5~lim 5s。 因此 马 os 
一 上 与 。 

过于 宕 级 数 qz" 或 习 m(z 一 2)"。 前 者 是 在 原点 附近 的 区 级 
数 ， 后 者 是 在 点 a 附近 的 震级 数 。 罕 级 数 的 一 个 最 简单 的 例子 〈 也 是 
最 有 用 的 》 是 几何 名 级 数 并 z*。 容 刁 在 出 ， (1 一 2) (1 十 ?十 十 2*) 二 1 一 
2Zm+I 所 以 


1— ?i 


由 二 当 1z| < 时 , Em|z]*=G， 记 以 ， 几 何 级 歼 是 绝对 收敛 的 ， 并 且 


1 二 1z 十 入 十 1z|a 一 


恬 


A 
黑 !z|>1， 那么 lim|z[" 一 co， 坚 对， 级 数 发 散 。 
定理 1 对 于 给 定 的 完 级 数 2 ae(z 一 a)"， 定 义 
R=1/lim sup|ar| , (1-B83> 
自生 及 过 co。 那 挟 
《1)》 如 时 1 一 4| 雪 民 ， 则 级 数 绝对 收 伍 #， 
和 部 中 


(2》 如 果 1z 一 a> 有 则 级 数 前 项 无 界 ， 所 以 级 数 发 散 ， 

(3》 如果 0<r<R， 则 级 数 在 闭 蜘 域 1z1 sr 上 一 致 收 族 ， 并 且 其 
有 性质 (1) 和 (2) 的 数 RR 是 叭 一 的 。 

证 明 《1) 不 妨 假 定 a-0。 如 果 |z|<<R， 那 么 有 一 + 满足 |z| 一 
"<R。 由 于 lim supjanl 一 SP 


到 二 < 并， 所 以 存在 正 整 数 N， 使 得 当 7> 和 时 ，1m1 人 “<< 二 ， 妈 


[onl 之- 二-。 因 此 ， 当 >N 时 ， :aszr| 之 (上 )】。 故 对 于 色 个 及 


|z| 一 及 ， 莽 缓 数 asx" 是 培 对 收 化 的 。 
设 r<R， 选 瑕 Pp 使 得 ?<P 达 R， 如 上 所 证 ， 存在 正 整 数 请， 使 


得 对 所 有 的 n 宕 N，|a,| 志 坟 。 于 是 ， 如 果 |z| <r， 便 有 [azrj < 


r r ， , 
{( 工 )，( 志 )<1 因此 ， 短 级 数 在 jz| <r 上 是 一 致 钨 对 收 丝 的 。 

最 后 证 明 (2)。 设 1z|> R。 选取 |?| >r 之 R, 因此 六 之 中。 册 
timsup 的 定义 , 有 无 穷 多 个 nr 使 得 关 < al”。 对 这 些 tp 我 们 有 1ez| 
>(J 纪 )》 。 两 (号 [)>1， 所 以 这 些 项 是 无 哎 的 ， 故 级 数 是 发 散 的 。 

数 RR 称 为 每 级 数 瑟 c(z 一 0)” 的 收 敏 半径 。 若 及 =co， 则 谈 罕 
级 数 在 复 平 画 宅 上 收 仑 。 

命 是 2 车 也 or(z 一 0)" 是 一 个 给 定 的 短 级 数 ,其 收 化 半径 为 R， 
则 

R=lim|as/antl, 1-84) 
如 果 有 边 的 极限 存在 。 
证 明 不 妨 设 0 一 0， 并 设 =lim |as/anti | 存在, 以 及 lz[<r<@。 


由 于 存在 正 整 数 入 ,使 得 汝 REN Br 之 |azf4rri|。 革 lanti | 过 
jas|。 反 复 利 用 这 个 不 等 式 ， 于 是 ， 对 任何 ?> 六 ， 我 们 有 


1 疙 和 


en? | =r olr er- “le ar 
令 B= Ian |r™, 因而 ， 对 一 切 nN, 
nj In pn 2” |[z| YY” 
[an2* | = | 人 [一 <B (- 半 ) 各 

出 所 [zl <r 和 几何 级 数 的 收 伍 性 ， 故 级 数 0sz* 在 |z1<r 内 是 绝对 
收 合 的 。 册 于 7<a 是 任意 的 ， 所 以 4& 委 民 。 

另 一 方面 , 旭 果 zf>r>o 那么 存在 正 整数 NN, 使 得 当 1 之 N 时 ， 
ae ?lentilo 刀 前 所 述 ， 对 于 nN， 有 |arr"| 半 8 二 lawlr",， 于 起 
loszrj> 昌 ( 芋 六 ， 它 当 m >co 时 趋 于 co， 故 级 数 立 oozn 发 散 。 所 
以 Ra, 于 大 呈 一 企 。 


为 了 今后 的 需要 ， 我 们 回顾 一 下 无 穷 级 数 的 下 述 命 题 〈 此 处 不 子 
证 明 》。 


命题 3 设 书 o4 和 也 b, 是 两 个 绝对 收 语 的 级 数 ， 令 
Cr = bp arbn ks 
那么 也 cs 是 绝对 收敛 的 ， 且 其 和 为 (局 )( 各 bs )。 
命题 4 设 六 oz 一 o)” 和 忆 b,(z 一 0)* 是 收复 半径 之 r>0 的 
两 个 宕 级 数 ， 令 
cc 一 并 Gray 
那么 丢 级 数 琶 (os 十 po)(z 一 0" 利 cs(z 一 9)” 的 收敛 半径 都 大 于 或 
等 于 r， 并 且 对 于 1z 一 al<r， 有 
Bb Do 0)" + Dba(z—a)", (1-85) 
Belz—o)r= | Banz 0)" [| DE br(z--o" | (1-86) 
定理 2 设 1(z) 一 忆 an(z 一 0)" 的 收 仇 半径 R>0， 则 f(z) 在 其 


FF 97 +* 


收敛 圆 jz 一 aj <-R 内 是 解析 的 ， 并 且 #762) = 五 nan (x 一) 了 (2 


的 收 仇 半径 也 是 RR。 
证 明 不 妨 设 5 一 0。 由 于 马 4x" 在 |z| < 之 R 内 是 政和 伍 的 ， 河 0 苹 
P 一 RR， 则 dnpe* 古 有 界 的 ， 比 四 训 14np”| 之 KK&。 令 


P (2) 一 SD fat, 
* 
站 了 0 Hm sup nol nlnsiplar| TAR， 于 是 角 
数 gp(z) = 加 nos”! 与 原来 的 级 数 > oz* 有 相同 的 收 化 半径 。 


海 方 便 计 ， 记 |*| 一?，|R| 一 7， 则 阁 f<P 利 rp 那么 
站 十) iz) _ {2 1- _ 
A 


但 是 


2 ] 一 Bi ) prs 十 本 -| 
< pt 二 人 一 人 
因此 
I 1 pz) < 六 } 
(a pe -pr py } 
Kpn 


Ee 
它 当 ?0 时 趋 于 零 。 因 此 ，f(z) 有 导数 q(tz)。 这 证 明 单 值 函数 庆功 
在 |z| 二 RR 内 是 可 微 的 ， 故 (2) 在 |z| 二 RR 内 是 解析 和 的 。 


推论 设 函 数 fz) 一 忆 co(z 一 0)" 的 收 全 半 答 >0， 那么 ， 
对 于 每 个 Kk 之 1，j1(?) 是 & 深 而 微 欧 ， 并 且 在 Iz1 < 及 内 


18= Dn Den k+l) oe—a)" 


电 宇多 


这 就 是 说 ， 在 1(z) 的 收敛 贺 域 1z[<R 内 。 每 级 数 可 到 项 求 导 任意 
次 。 

3.2 指数 印 数 | 

对 于 实 变数 的 指数 画 数 exp x， 到 er， 一 称 方 法 是 将 它 定义 成 下 
述 罕 级 数 的 和 函数 ， 


尼 光 攻关 一 本 十 基 直 - 


区 
利用 绝对 站 效 级 数 的 乘积 定理 ， 可 证 明 


exp XexXp x’ 一 上 XDTIX x"), 
匠 们 能 用 同样 的 方法 将 复 变数 的 指数 区 数 exp x 定义 万 
二 (1—87) 


expz= 1-z 二 -二 十- 十 -而 


目 辣 题 2?， 这 个 级 煞 的 收 敏 兴 径 是 十 so。 因此， 对 于 每 个 复数 ， 丰 

下 化 的 ， 所 以 它 是 全 复 平 画 上 的 单 什 旺 数 。 由 命题 4， 守 任 朵 复 玫 2 
和 x*。 我 们 有 

5 (和 了- -3 


= 


月 一 咎 入 了 nm- nl EB 


BE exp Zexp 2 一 6Xbft7 二 2， 或 ee3 =e2+2 


对 实数 %， 我 们 有 
二 (i 一 
0 i p30 1) cti(- 一 


但 是 ， 由 于 实 变 量 3y 的 ec3sy 和 siny 分 别 为 


tl 
ye 
“7 (- 1) yr IY -1 )* 


V+1 


GED 


(1—88) 
出 是， 我 们 获得 欧 拉 公式 
eye0s yi cin y, (1-389) 
因此 
gz 一 ex+ 到 一 ere 边 一 exfcosy 十 isin yy, 《1-907) 


外 全 


由 于 |ew[ = cos yisiny| =1，ev*>0, 所 以 lez| 一 ex。 类似 地 ，arg er 
一 Imz 一 y。 面 数 ez 有 周期 27i; 换 言 之 ， 车 上 是正 的 或 负 的 整数， 或 
零 ， 则 


T+ 二 
人 一 '=—e < 


因为 当 z 增加 2ri,y 增加 32r 时 ，cosy 和 siny 的 情 都 保持 不 变 。 
因此 ，e 所 能 取 到 前 值 都 在 无 限 条 形 一 r< ?<T 中 ， 或 在 这 条 形 经 
过 平行 移动 所 得 到 的 任何 条 形 中 取 到 。 

容易 证 明 ，e? 没有 其 它 的 周期 。 若 = 二 e',5E 一 £&+in, 网 必 须 有 
3 一 上 十 2KTi 因 为 6 一 1 于 大 

xceosaty 一 和 十 isinky 一 和 一 1。 

因此 ，x 一 上 一 0,cost7 一 们 一 1,sin(y 一 及 一 0 和 这 导致 一 1 一 2T， 故 
2—t=2kxi, 

最 后 ，e’ 决 不 等 于 零 。 因 为 ezte 21 一 1 但 车 e+ 一 0, 由 于 6 "4 是 
个 有 报 数 ， 因 而 e? 夫 "7: 二 0, 这 是 椒 可 能 的 ， 战 时 入 0。 

根据 (1-42) 式 及 和 3,1 中 的 定理 2 可 知 ，e* 是 全 复 平面 吧 上 的 
解析 耳 数 ， 且 其 导数 就 是 6:, 即 (e7)'=e, 可 见 7 是 整 衣 数 。 


3.3 三 角 画 数 与 双 临 本 教 

对 寺 实 变数 x 的 sinx 和 cos x， 室 们 分 别 是 上 述 (1-88) 式 中 两 
个 容 女 数 的 和 函数 ， 当 z 是 复数 时 ， 我 们 就 用 这 些 窒 级 数 求 定义 
sinz 和 cos z。 于 是 


， i 2 
Sin z= 2 —1) 


C2n)1” 
(1-91) 

由 于 上 述 每 个 短 级 数 的 收 伍 半 径 是 +se, 因此 sinz 和 cosz 都 是 整 
盟 煞 。 

根据 上 述 定 理 2, 立即 可 得 sin z 和 cosz 的 导 函 煞 

{sin 和 7 一 003S 2, (C03 2 一 一 Sn zw 
其 它 三角 汝 数 被 正义 成 
二 是 从 于 


1 时 卫生 二 上 oa 《 9 
CT 1 


i 
(1-902) 
I 08 7 i ° 
由 
mi 二 2 a , 41 
eziz 一 2 一 rt 
扼 得 Ei 一 COS z+isin%, 
ei ecosz 一 isimnz。 
于 是 ， 我 们 有 


Cos z 一 二 (eiz + e-iz), sin z 一 - 方 - (eiz eiy, (1—03) 


类 这 些 公式 和 冰 数 局 的 加 法 公式 ， 我 们 有 
Sin? 2 COs Fo—1s 
:并且 元 法 定理 ; 
sin{(s+ 5) 一 Sin zeos s+tcos sin e, ‘1—94» 
COSCz++£) 一 COS ODS Tsinz sinct (1-95) 
对 一 切 复 数 成 立 。 怕 一 切 初等 的 三 衣 画 数 恒 等 式 是 由 这 些 方程 经 代数 
运算 推导 出 来 韵 一 样 ， 一 切 这 种 三 角 疯 数 的 恒等式 对 复 变 翘 世 是 成 立 


的 。 
复 变 数 的 双 曲 函数 也 可 同 实 变数 一 样 定 尺 成 : 
shz= 二 (ee 7), chz 一 (ez 二 e 和。 (1-96) 
这 两 个 函数 在 任何 有 界 区 域内 是 解析 的 。 
容易 证 明 下 述 恒 要 关系 式 
sin 这 一 ish2z，ecos 这 一 ch z, (1-97) 
sh iz =isinz, ch iz—~—cosz, (1-98) 


这 些 关 系 式 对 由 三 角 画 数 的 性 质 推导 双 曲 族 数 的 相应 性 质 有 很 大 的 遇 
处 。 
若 z*=x+i， 则 
+ dl * 


Si 2z—sin xceh yicos x sh y, {1-99» 
COS 了 -=CDS XCh y —i sin xX.shy, (1-—100) 
于 是 可 知 ，sin z=0 仅 当 
sin Xe y=0, cos xesh 和 一 站 
时 成 立 。 但 是 ch y>=1， 因 而 第 一 个 方程 含有 sin x 一 0。 国 由 x 二 nx 
Cn 二 0, 土 1, 二 2,…)。 于 基 ， 第 二 个 方程 成 为 中 yy 一 0， 它 只 有 一 个 概 
,2 一 0。 因 此 ，sinz=0 当 且 仪 当 ?二 Nxtn 一 0, 土 1, 十 2,…) 内 成 站 池 


祥 地 ,我 们 能 迹 明 cos z=0 当 旧 仅 当 z 一 (nt 2 时 成 立 。 
例 1-5 求 eosi 
解 注意 到 "os7 一 于 Ce 二 6 和 则 得 


Cos j 一 言 (e +t!) 一 CD i, 


例 1-6 求 sin(t1 十 21)。 
解 ” 为 此 ,我 们 将 利用 上 述 公 式 (1-94)、《1-9 拉 和 (1~100), 全 得 吾 
sin(1 + 2iy=—=sin 1 cos 2i+ cos 1*sin 21 


一 Sin Tesh 2-+ircos 1*sh 2, 


3.4 对 数 施 数 、 一 般 攻 范 数 的 反 三 角 证 数 
对 数 栈 玖 定义 汶 指 数 男 数 移 反 商 营 。 
车 绎 = 为 这 里 20， 刚 数 ww 称 为 数字 的 对 数 ， 且 记 为 
= 上 Log 2, 
若 w= 二 iv, 如 前 所 述 ， 则 ie 一 娠 和 Arge* = 由 于 = 刚 
er 一 12: 00812 3 1 一 和 党 六 所 以 
Lecgz 一 ]og]z] ++iArgx> 一 Lo 多 |z| +iarg z+2Krni, Cl-~101) 
由 二 AZz 古 多 值 的 ， 所 以 对 数 国 数 是 多 盾 冰 数 。 穆 对 应 上 过 3 的 主 
但 arg 2 的 1ogizi 十 iargz 为 Los? 的 主 值 文 ， 所 为 108 z。 
例 1-7 求 1log! 一 志和 Log 一 1)。 
解 数 一 1 的 摸 等 二 1， 河 其 由 第 的 主 慢 等 于 区 ,所 以 
1og{—1)=log 1+"Ti=7i, 


虽 过 本 


面 工 08(《 一 1 划一 Ti 十 2KAi 一 (28 二 ETi 《一 0 士 1, 士 2 …)。 
例 1-8 求 tog(33 4 得 Log(3 二 4) 。 1 
解 ” 数 3+ 生 的 模 等 于 3:T+4: 二 5， 而 其 杜 角 的 主 值 等 也 


aTC tg 仓 ， 所 以 


log(3 +4i)—log 5 +iarc tg 5 


Log (3+4i) ~log 5 Fiare tg- + 2kni (k=0, 二 1, 二 2, .+)。 


由 于 Arg (21%3) 一 和 TIg ZI 和 FE Zs, 
Aratz /zs) 一 内 TSE 2 一 点 TE za 
re 一 下 Arg z, 
Arg(A/ 27) 一 二 Ar 2 
(ma 是正 整 数 或 负 整 数 ) ， 由 公式 (1-10 拉 伍 得 自 变革 为 复数 的 对 数 画 
数 具 有 实 具 变量 的 对 数 冰 煞 的 下 列 籽 类 的 性 质 : 
Log {2,2) 一 上 OZ -Log 2 
Log{z /322) — Log 2 一 LOE zs, 
Log(z"} =—H Log 2, 


Log( 一 于 Log z, 


关于 一 般 的 宕 函数 ， 若 x 和 5 硅 任 何 复 数 ，6 志 0, 我 们 定义 


Ce, C1-102) 
因此 ， 一 般 地 说 ，&* 有 元 穷 多 个 值 ， 但 是 当主 入 arg& 取 定 后 ， 其 主 
值 是 唯一 的 。 
例 1-9 求 荆 。 
退 


ii 一 expti Log i)—expfit!los EL- 2kxi)} 
== cxp{ i (3 tai)} -exp( -2k 
{K=O0, -上 工 。 土 2， “), 
* A = 


所 以 刘 的 主 慎 等 于 ee " 
例 1=10 求 211+i, 
解 


Dlticell+ior? —eUtilt? +2ri) — elo -2 ) ti + 下) 
=e" 7 (cos log 2+isinlog 2) (KE=0, tl1, 士 2,…)。 

我 们 已 经 知道 ， 三 角 阔 数 和 双 浊 区 数 都 可 以 用 指数 甫 数 米 表示 ， 
因此 反 三 角 拥 数 和 反 双 曲 贰 数 世 可 以 用 对 数 耳 数 来 表示 。 例 如 ， 让 我 
们 来 求 w=arc cos z 的 对 数 类 示 式 。 按 照 定义 有 

2 一 CDs W = 于 (ety 十 ee 
因 之 奏 2 一 2 这 本 于 一 人 
即 Civ—=Z+ a ZI—1o 
所 以 ， 我 们 就 有 
WO—=arc cos z= —iLogtz a 天 一 1 3 
在 解 二 次 方程 时 ， 所 用 公式 中 的 “ 士 ?” 号 可 以 省 去 ， 呈 要 把 根 式 看 作 
双 值 函数 就 行 了 。 由 关系 式 
(z+ 1)* (2— v1)=1, 
看 出 ， 根 式 前 的 符号 改变 ， 就 使 得 对 数 前 的 符号 改变 ， 所 以 最 后 一 式 
由 的 一” 号 也 可 以 不 号 
Wo—=arccos z=iLogtz+ vv 2i—1 ), (1—103) 
对 于 基 它 的 函数 ， 也 可 以 给 出 类 似 的 公式 : 


arc SiN ?= ATc coOsz 一 -iLog(z tv zo—l z2—1 ), 
i 


x 
TC 人 一 一 一 AfC Ct 必 一 _1_ Log (3= 
全 了 点 Di 


arc shz=Log(z + ~ 2: 二 +1), tl1—1i04» 
1 arcchz=Log(zT ~ £2*—1 )， 
arcthz— 雪 Log (J lz 2 ). 


arc cth z= 1 Los ( zi ) 
\ 2 一] 


.44 4 


”8.5 多 值 证 数 的 单 值 分 支 


在 $2.4 中 关于 解析 通 数 的 定义 中 ， 我 们 注意 到 解析 函数 必须 是 
单 值 的 。 不 少 初等 消 数 ， 丙 zta 不 是 整数 ) ，Log z, arc sin z 等 是 窗 
值 的 。 要 研究 这 些 多 值 次 数 的 解析 性 ， 必 须 首 先 考虑 将 它 分 成 阁 于 个 
单 值 前 连续 分 支 。 下 面 我 们 就 来 讨论 将 常见 的 一 些 多 值 函数 分 成 单 值 
的 连续 分 支 。 

在 $1,.2 中 ， 我 们 曾 讨论 过 复数 3 z， 在 极 坐 标 系 统 下 。 有 


A 之 一 [zl (eos B42 i sin 8 Zt ), Cl-—105) 


其 中 AfE 2 圳 站 过 的 幅 角 的 主 值 ,=0， 1， 2， ”了 RC—1, 于 是 可 见 ， 作 鸭 
z( 尖 0) 的 函数 ，w= 心 < 是 一 个 n 值 征 数 。 通 常 ， 主 值 arg z 是 取 成 
满足 一 区 <argz<T 欧 那 个 幅 前 。 我 们 将 复 平 面 全 沿 负 实 加 荐 开 ， 
得 到 区 域 多 ， 即 你 一 安 一 {z:7< 委 0 在 区 域 馈 上 上， 由 于 atgz 十 一 
个 单 值 的 连续 函数 ， 对 每 一 个 给 定 的 整 歼 f， 0 去 Rs<Pm 一 1 随 数 
一 zl"(cos 3 2 isin 28 二 人 er 

一 - [21 Ti 二 
是 区 域 久 上 的 一 个 单 值 连续 函数 ， 并 且 是 单 叶 的 ， 它 是 x*=w" 的 反 
函数 、 根 据 反 项 数 的 导数 定理 ， 它 便 有 完全 销 定 的 导数 值 


因此 ， 必 x 的 这 个 单 信和 连续 分 支 在 区 域 多 上 是 解 析 的 。 并 且 凡 构成 
的 n 个 分 支 中 的 每 一 个 单 值 连续 分 支 ， 都 是 区 域 多 上 的 解 本 基数 。 

由 上 述 讨 论 过 程 可 知 ， 实 际 上 ， 在 每 一 个 不 包含 性 何 一 条 围绕 着 
原点 xz=0 的 闭 曲线 的 区 域 多 内 ， 由 (1~105) 式 可 分 时 上 个 单 值 连 烷 
函数 来 ， 且 每 一 个 函数 在 区 域 多 内 都 是 解析 的 ) 在 每 一 个 国定 的 太 . 


上 上， 它们 的 值 彼此 仅 相差 一 个 倍数 e ~ 。 
谢 前 记述 ， 对 数 函 数 Log zz 天 0) 由 下 式 所 定义 ， 
Logz=log|z| i(arg x 2k7r) (k=0, 士 主 ， 士 


号 址 5 * 


可 见 它 是 一 个 有 可 列 无 限 多 个 值 的 函数 。 主 值 atgz 通 常 取 成 渍 中 
一 TT<argz 太 T。 令 区 域名 二 中 一 {z; Zz 声 0}, 在 区 域 鲫 内， 对 每 一 
个 给 定 的 整数 (1-557 蕊 的 右 端 表示 一 个 单 叶 的 单 值 连续 函数 ， 它 
是 ”一 z 的 反 东 数 ， 出 反 范 数 的 求 卫 公式 ， 它 的 导数 等 于 1/(e”) 一 


过。 这 样 ， 在 所 给 的 区 域 多 上 ,Log z 被 分 成 囊 列 无 限 多 个 单 值 的 解 


析 欧 数 分 支 ,在 每 一 个 天 定 的 点 外 ,这 些 分 支 的 值 只 人 彼此 相差 一 个 差 数 
和 Tri。 实际 上 ， 在 任何 一 个 不 含有 包围 着 原点 z=0 的 闭 曲 线 的 区 域 
久 内 ，(1-55) 式 的 右 端 恰 把 多 值 污 数 Log z 分 成 可 列 元 眼 多 个 单 值 
的 解析 画 数 分 支 。 可 见 ， 将 多 值 画 数 和 分 成 若干 个 单 信 连 续 分 冯 的 方式 
并 不 是 唯一 的 。 

我 们 注意 到 ， 对 上 述 两 个 多 值 通 数 ， 只 要 z 沿 着 以 原点 为 中 心 的 
图 向 |z| =r 转圈 时 ， 泵 论 ” 多 小 《〈 即 在 z=0 的 邻 域内 》， 也 不 论 
光大 《 即 在 ?一 co 的 邻 域内 ) ， 就 会 产生 网 值 竹 。 由 于 这 个 原因 ， 原 
点 z 二 0 各 无穷 远 点 ?二 co 被 称 为 函 数 Ww 二 心 z 和 Ww 一 Log :的 支点 。 
四 此， 只 要 把 复 平 面 客 消 任 一 条 从 原点 出 发 到 无 穷 远 点 的 条 单 者 当 
弧 线 r 市 开 ， 就 能 把 上 述 两 个 函数 分 成 单 值 的 连续 函数 分 文 。 类 侯 
地 ， 对 函数 和 = 性 xz 一 9 和 w= 二 Log(z 一 中 来 说 ， 只 要 将 复 平 敬 咯 灌 
任何 一 条 从 z=a 到 + 一 oo 的 车 当 弧 线 制 开 ， 在 由 此 记得 到 的 单 连 区 
域 多 上 ， 就 能 把 这 两 个 血 数 分 成 单 值 连 线 阔 数 俘 支 ， 因 为 ?2 和 
z 一 0 是 它们 的 支点 。 


六 此 ， 只 要 把 复 平面 客 消 连 接 2=a 和 xz 直线 急 制 开 《图 1,7)， 
或 者 洛 着 分 别 从 z=a 到 :=co 和 从 z=b 到 2 一 co 的 两 条 不 相交 的 
若 当 弧 线 市 开 《 图 1.8), 则 在 扩 得 的 区 域 鲍 上 ， 就 能 把 这 函数 分 成 
单 值 连续 函数 分 支 。 注 意 ， 在 这 种 铺 训 下， 无 穷 远 所 不 十 交 所。 

对 函数 w= 二 VC 一 01) G2 一 00)…(z 一 GQx)} 车 天 是 偶数 ,我们 作 割 
线 蜂 ， 把 每 对 点 0.，4s 用 直线 段 模 入 接 ; 若是 奇数 ， 我 们 作 制 线 
时 ， 芒 贫 把 其 中 的 一 个 点 ， 还 如 丘 与 co 点 相连 接 ， 对 其 余 的 点， 成 
对 地 用 直线 臣 相 连接 。 那 么 在 这 样 所 得 到 的 区 域 多 上 就 能 把 这 个 多 


时 此 全 * 


值 函 数 分 成 单 值 连 续 画 数 分 文 。 


-2 
T= 
TF 


而 
应 
吊 1,7 图 1.8 
柯 题 

1。 将 下 烈 各 式 表示 成 &+ 证 的 摧 式 ， 其 中 4 和 名 是 实数 : 
《了 了 e+*i; {2) eR (9) 已 -2 i, 
(dy eie-i; (5) Rere se i)s 6 lm(e se iy, 
7) 已 Tar ls, {SY 候 
2 .将 下 而 各 式 圾 示 成 Wfw 9 + eT) 的 形式 ， 其 中 W(x 和 和 U(Xy3) 是 
媳 二 和 3 的 丈 至 数 ， 
2 (2) els, (3) ev; 
(4) lier; (57 Ee*™ 人 
3 一 各 江 ， 人 下列 请 式 中 哪些 是 下 育 有 的 ? 
C1) e*=|1e|: 《2) Er= (Ee7); C3) Bl = ] ery 
£4) Riar= eRe7, 《5 cen =em, 是 任何 整数 


(6) eri+e: = 2 和 Ree), 
4。 竹 区 下 i2 - 好 | 达 1 和 内，Le 引 向 站 太 值 和 最 小 值 是 什 公 
让 让 隐 包 人 放 城 (区 它 挟 名 六 的 ) ， 并 来 出 基 在 角 析 性 区 域 


C1) er; (2 er2; {3) | si 
(4) Er 5) Cl, 

6。 设 流 盯 流动 由 复 殷 人 (2) = p(x +ig(xy) = e+ 所 填写 。 
(1) 求 速度 势 gt%,y) 和 流 函 数 (X73) 的 明确 的 表示 式 ， 


DA 证 7 


《2》 和 条 内 撞 皖 了 旦 吕 =0 二 1/2, +1 +2 的 等 势 线 和 
当 =0, 士 1/2, 十 1; 士 2 的 流 线 ) 

《3) 竹 点 {1,71 流体 的 速度 大 是 车 公 ? 

?用 数值 表 或 袖珍 计算 器 将 下 而 各 式 走 示 域 4+i86 的 形式 ， 其 由 2 和 5B 


是 实数 ， 
{1Y Cos(3 — 2i)y {2} COS(3+21), 
3) sin(3 — 2i)s 《4] Sin(3 + 21); 
《57 tgt3 — 21)s ©6) Costeiy, 
~ C7)erot hl, (BY es in), ga = 0 二 ly 二 2 
(C9) sintcosi)s C0) costsin i}, 


(11) tgttg 21)。 
8。 通 数 sin z, Cos z 和 tg z 都 满 是 机 数 方 程 (2) = 了 (2) 吗 ? 
9。 证明; ei'= C083+1 Sin z 双开 何 复数 成 立 。 这 是 不 控 公 式 的 拓 广 ，。 
10.。 tg z 在 %- 平 闸 的 什么 地 方 是 水 解析 的 ? 
11。 证 明 。 方程 sin x=0 在 z- 复 平 所 上 公有 解 2= HT = 十 1; 十 2,…。 于 
是 ，cos 2,3in z 内 在 实 四 二 有 等 必 。 
车 了 (#2) =Sin(en) ,230 让 2 平面 上 何 处 是 解析 的 ?7 或 出 (2)。 
13，(1) 证 明 ，。|cos z] =w Sht y+Cos: x (提示: ch: 96-sh?:#=1.) 
之) 征明 |sinz| =wshz y+Sin: Xs 
《3) 证 有明: [sinz|?+ lcoszl:=sh: y+ch? y。 
14。(1) 函数 Sec 和 Csc zz 在- 平面 上 何 钼 是 解析 的 ? 
《2 或 出 diese) fdz 碟 其 在 点 2 =1 的 值 s 
《3 并 由 disintsec 2)) /dz 及 其 在 点 z= -i 的 慎 。 
15。 证 明 ; 


tg z= Sin(2x) "18h(27) 
"CosS(2x} +eh(2yy ” 


16。 将 下 列 各 式 表 示 成 9+18 的 和 形式， 其 呆 如 和 台 是 实数 : 
(1) sh{2+i)} 2) ch(—1-1): C3) Fhe2+iy, 
17。(1) 证 明 ; sh za=Shxcos y+t+ichxsiny 及 shz=0 当 且 仅 当 2* = in7x 
线 立 ， 其 中 加 = 0, 土 1y 土 2,*…3 
2) 证 明 : chz=chxcosy+ishxrsiny 人 chz=0 当 上 且 促 当 z= 
条 {2 引 + 1)7if2 成 立 ， 其 中 只 = 01 2，3。… 
(3)thz 在 z- 平 面 上 何 钼 是 解 计 的 ? 
18， 证 明 ， 


和 和 有 


1) |sh zl?=sh: z+sin? y; 《27 Ich zl?= sh x + cos yw 
19, 01) F(z) =shisinte?) 想 2 平面 上 何 处 是 解 本 的 ? 

2) 求 关 (28) 及 其 了 (DD 的 数值 。 
20。 利 畏 咨 放 达 ("HopitaD 法 则 求 下 列 各 次 数 当 # 莫 于 六 的 极限 值 ， 


C1) sin(z2y At . {2 shiz)/z; Cy C1— Chiay) /zo 
21。 求 下 列 各 式 的 数值 : 

《zy sintLogti》} 的 一 切 值 ] (2) shtLogr 一 丫 ) 的 一 切 荡 ， 
《3 logtlogi); (4) logilogztlogt — 13)), 

22. 一 般 说 ， 下 列 各 方程 正确 吗 ? 站 

{1) Jog 2 = (1logay; (2) log2 = (lOg 2}。 

33。 刊 用 对 数 求 解 x 的 一 切 解 ， 

【17 €r=i: (2) 已 = ie:, (C3) er" =1, 


24。 1) 证明， {1/73)Logc8i) =log2 +itr/6 + (2/3)R~), 其 中 让 =0, 土 4， 
土 2,…; 
《2 正明，Legdgiyt3 = log2 ri/ + (2/3) mr 2727， 其 十 名， = 心 ， 
土 1, 十 2,… 
3) 证明， Log(ai)23 的 一 切 可 能 的 入 所 成 的 染 合 (ILOgCBi) 的 -~ 
切 可 能 的 值 所 成 的 集合 是 相同 的 。 
25。 设 f(z} =log z=1l0g ?+i0,00< x, 
(1》 找 岂 这 个 函数 的 最 大 和 解析 性 区 域 ， 
(2) 求 fF 一 ee 的 数值 ， 
(3) 解释 我 们 省 么 不 能 在 解析 性 区 域内 确定 (le*)。 
26。{ 了 0) 为 什么 (logz}/ (z+ 的 最 大 解 析 性 区 域 与 log z 的 最 大 解析 性 区 域 
是 一 祥 的 ? 注意 log z 是 Lbg 2 的 主 值 支 。 
(27: 祈 出 (og 2) /0z 一 1 的 最 坟 和 解析 性 区 域 : 
(3) 说 明 为 什么 (log 2)/( 一 山 在 由 z- 平 面 除去 负 实 输 、 原 点 和 2=1 
序 构 成 的 区 域 肉 是 解析 的 。 
2?， 香 电 静 力学 贸 二 (X,Y) = 人 t+ 地 = 10801/2), 其 中 zz 入 中 能 由 位 于 z=0 
县 和 下 站 于 xy- 平 厨 的 带电 的 上 电线 所 产 灶 。 
(1) 描绘 出 这 势 的 流 线 ; 
《2) 描绘 出 人 = ~ 10 1 和 2 的 等 势 线 )- 
《3) 求 在 任何 点 (x, 3) 的 电场 的 分 最 。 
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第 二 音 ” 柯 西 积分 公式 


$1 柯 西 定 理 与 柯 西 积分 公 趟 


1.1 复 变 了 务 数 的 积分 


根据 桔 西 理论 ， 复 变 函 数 ， 特 别 蚌 解析 函数 的 理论 与 复 积 分 法 紧 
蜜 相 联 ， 并 且 为 了 证 曲解 析 函 数 .共有 二 防 导 数 ， 我 们 必须 首先 将 它 表 
示 成 围 道上 的 积分 。 因 此 、 我 们 必须 考虑 一 个 复 变 函数 沿 一 条 平面 曲 
线 积 分 的 定义 。 

设 < 一 男人 (f，y 一 由 ES8， 则 2 人 殷 一 凡人 十 (1) 确定 复 乎 
面 上 的 一 条 曲 组 弧 。 我 们 用 点 列 ge 一 起 挟 太 二 和 所 < 必 不 氨 < 起 一 有 把 
区 间 (a,B) 细 分 ， 将 曲线 上 对 应 于 这 些 t 值 的 点 分 别 记 为 Po,P 了 i,…， 


Pi, Pa。 则 有 加 折线 P,P,Ps…P, 芍 长 度 是 如 LXp— Xe 1)? 十 《3 一 


y4-1)*Jv+， 它 依赖 于 (e, 8) 的 细 分 的 方式 。 我 们 称 这 个 和 数 为 内 接 折 
线 的 长 度 。 如 果 当 相 联 两 分 点 间 的 最 大 虐 离 ， 即 max (ts 一.) 一 0 


. 时 ， 这 和 数 有 一 个 确定 的 极限 值 和 *， 则 称 此 曲线 弧 是 可 求 长 的 ， 并 称 
和 为 其 长 度 。 

容易 证 明 ， 有 曲线 颖 可 求 长 的 充 要 条 件 是 函数 (站 和 斩 ( 四 在 (2, 6) 
内 应 是 有 界 变 壮 函数 。 若 yp!(1) 和 WW() 是 连续 的 ， 划 能 证 明 ， 由 x 二 
帅 ( 划 ，3 一 其 人 < 有 所 定义 的 再 线 是 可 求 长 的 ， 并 且 它 的 长 典 
出 下 式 给 出 ， 


:一 | VI OT TI 
车 我 们 考虑 一 茶 若 当 强 ， 其 方程 是 z=p(1) i ，o<tB， 和 如 时 


Pp ,p(t 在 2? 所 B 内 是 连续 的 ， 则 称 它 为 一 条 光 汲 的 若 当 弧 。 并 
且 ， 这 光 清 若 当 弧 的 长 度 是 


» HO 二 


人 VTP yj dt, 


我 们 称 由 有 限 多 条 光 光 车 当红 所 组 成 的 连续 的 若 当量 线 为 一 图 道 。 
我 们 现在 定义 复 变 冰 数 沿 一 光滑 弧 工 的 积分 。 设 泊 滑 若 当 强 工 基 
由 方程 区 一 信人 水 一 下) ， 2<st 扫 请 所 请 定 ， 其 端点 为 和 和 卫 。 设 
画 数 ji 一 23) 十 记 (x 9 是 任何 一 个 复 将 男 数 ， 它 在 研 上 是 连续 
航 。 售 荆 的 点 ， 2 一 点， zx 一 号 ， 考虑 和 式 
A (2-1) 
其 中 er 是 绝 Lr-ly Cr 内 任何 一 不。 若 6 二 5&7 十 in， 我 们 记 ty 一 在 《sr 
Li tr 一 TS 人)， 则 {2--1) 式 能 写成 
SD {i iv) (xr tiy, x yr)} 
但 是 ， 根 据 中 信 定 理 ， 有 
Xr— Xp) Pett Pr), 
py — Pr = ot) = tT), 
其 中 了 所 tt， 衬 人 安 tr。 因此 上 述 和 式 能 写成 
SLiv) {pr Fir) (tt), (2-2) 
给 定 的 5 守 0， 我 们 能 找到 3(8)， 使 得 对 每 一 个 +， 成 立 
[ur (Tr) — HX Yr IP Ctr) | Es 
只 要 [ti 一 ti-1| 所 5， 还 有 


己 {efr—tr-)}~e(t— to), 
于 是 ， 当 E 各 趋 于 等 时 ， 
Bur Ct)} 与 了 {HX PrP (Cf (ft)} 
趋 于 同一 个 极限 值 
人 ate(p, 冯 DCDat 
类 仆 地 ，《2-2) 式 中 的 其 它 各 项 都 趋 于 各 自 的 极限 ， 因 此 整个 和 式 趋 
» Sl。 


于 极限 z 
| E+iv) {9 1) + ip (0) } jdt 


=[ Cu 二 iv) Cdx idyy 


8 8 8 
—| wx, yax—{ vx, 3 dy ti| vx, wax+i| ax yydy, 
(2—3) 
这 概 限 (2-3) 被 取 成 f( 站 沿 光 滑 强 工 玲 复 积 分 ， 记 作 
| faz。 
土 


设 转 道 C 由 有 限 多 条 光滑 弧 工 , 所 组 成 ，f(Cz》 沿 围 道 忆 的 积分 由 
下 式 给 出 


| 7(z)dz。 (2_4) 
本 T Ly 
出 公式 (2-3) 和 (2-4)， 易 知 
| {of C2)-+ bz)}dz=al fCzdz+alf gz)dz， (2-5) 
站 客 已 
| faz= 一 | Feds (2-6) 
避 


其 中 ，@ 与 b 是 两 个 复 常数 ，C- 表示 一 条 同 C 相 重 合 ， 但 却 循 着 相 
反 的 方向 通过 的 曲线 。 
定理 1 若 函 数 1(?) 在 长 度 为 1 的 力道 C 上 是 连续 的 ， 它 在 C 渍 

足 不 等 式 |1(2)| 专 M， 唱 
Ferme 
这 只 要 对 光滑 弧 工 证 明定 理 就 足够 了 。 由 于 任何 实 变 函 数 的 积分 

的 模 不 可 能 超过 那个 函数 横 的 积分 ， 我 们 有 
| Faz| = 中 lu iv) {ot) +ig at | 


<MI, (2-7) 


<[ ml git) i C7) [dt 
= MI, 


日 与 中 而 


若 C 是 一 条 阴 国 道 ， 我 但 约定 闭 哟 线 的 反 时 针 方 向 为 此 闭 曲线 
竟 正 方向 。 

例 2-1 (1) 计算 |， (zsaz 滑 曲线 ?= 知 +1《〈 见 图 2.1(a)) 的 
全 。 


条 2.1 
(2) 计算 上 述 积分 洛 折 线 C，? 一 1，0<x<AT5 X= 二 1，1<<y<2 
《图 32.16))》 的 值 。 
解 《1)》 为 了 应 用 公式 (2-3)， 令 所 2 一 (2)2 一 (x 一 认 )3 = xX? 一 
7 一 2ixy， 于 是 ，# 二 Xx 一， 二 一 2Xy， 我 们 有 


1+a 一 ， ii.2} ri 
| (2 dz=| CX — ydxt | 2xydy 
和 十 也 fr,iI] tO. 
(1,2 rf,2) 
+i| (一 2x?)ax+ 计 (xz 一 32)dy。 
[Da tan, | 
将 ?一空 二 1 代入 吉 册 的 第 一 个 积分 和 第 三 个 积分 ， 刚 它们 分 别 千 于 
一 人 exe+e+Dax= 一 23715， -| 2)ax= —3/2。 将 x 一 Vy 一 3 
把 入 右 端 的 第 二 和 第 四 个 积分 ， 刚 它们 分 别 等 于 
{27 idy=32/15, | Cty- Dy= 11/6, 
于 是 ， 我 们 得 到 
1+3 ， 3 _ ;10 
| Gar =3 3 
(2) 洪 线 段 了 y=1,0<x<1,， 1(2)=020): = (x 一 ij2=x: 一 1 一 
3 * 


2xi 一 4 十 记 ， 于 是 Ww 二 XX: 一 1，U= 二 一 2X。 由 于 y=1,， dy==0,， 由 公式 
《2-37， 我 们 有 


frar=/ 0 Dartif — OXYdx 


2 
一 一 二 一 i 


3 口 
祝 线 蜂 下 ，X 一 1 I 寺 y 寺 2, 17) 一 (1 十 iy)?=1 一 一 21y= 妇 十 抽 ， 
于 是 ， H 二 1—y, Y= — 2Y, 由 于 x 一 1 dx, 包公 式 (2—3), 我 们 者 
| fdz 一 (27)dy 二 让 G 一 2)@ 
tr 1 LE 
一 3 一 3i。 
于 是 ， 由 公式 人 2-4)， 我 们 遂 得 
| fz) dz 一 | ir) dz+) fz) dz 
[9 T II 


2 4. 
二 一 一 ~- 一 1 一 二 1 
3 十 和 


1.2 柯 西 定理 

柯 丁 定理 的 初等 证 明 依 粮 于 二 维 的 格 厅 (Green) 定理 ， 它 要 求 
jgz) 连续 性 的 假设 。 我 们 首先 给 出 有 此 假设 的 证 明 ， 但 是 ， 考 虑 到 
柯 西 定理 在 复 变 测 数 理论 中 的 基本 的 重要 性 ， 我 们 也 将 给 出 没有 这 种 
很 设 限 制 的 证 明 。 

我 们 上 先 给 出 柯 西 定理 的 一 个 初等 证 明 。 

若 在 闭 图 道 C 的 内 部 及 其 上 ，f(z) .是 一 个 解析 函数 ， 并 县 jgzy 
十 连续 的 ， 则 

中 faz=0， (2-_8》 

设 辕 基 员 已 的 内 部 及 其 上 的 一 苇 点 所 组 成 的 闭 区 政 ， 于 是 ， 虑 

《2-3) 式 ， 我 们 能 将 积分 (2-1) 写 成 


加 方 半 向 


$ faz = fndx vy) 十 中 coax+naoy。 C2-9) 


根据 镜 林 定理 ， 着 了 (CX, ， 昌 (x,y)，09/6x，6P 了 /83 在 PDP 内 都 是 过 
续 的 函数 ， 则 


中 Pdx -+ Qdy) -=f (2 -dy, 


由 于 (2) 一 Wx 二 iv 二 一 ikx， 根据 假设 ， 1 (2) 在 字 内 是 连续 稚 ， 
因而 (2-9) 式 右 册 中 的 两 个 积分 号 下 的 函数 满足 格林 定理 的 条 性 ， 因 
此 ， 根 据 柯 西 - 获 曼 方程 ， 并 们 有 


中 faxaz= -| ( 实 + sy 00)axd 
0, 
哥 尔 沙 (Goursat) 兽 先 证 明 关于 了 (z) 的 连续 性 候 设 是 不 必要 的 ， 
并 且 只 要 假定 了 (x) 在 C 内 及 其 上 的 一 切 点 存在 ， 那 么 柯 西 定理 成 立 。 
事实 上 ，jP(z》 的 连续 性 实际 上 是 它 的 可 微 性 ， 是 柯 西 定理 的 结果 。 
现在 我 们 再 给 出 枉 西 定理 的 第 一 个 证 明 。 
” 定 琴 2 若 蕉 区 在 闭 国道 C 内 及 其 上 的 一 切 点 是 解析 的 ， 现 


$ 1(2)dz=0。 

证 明 ”四 于 解析 函数 fz》 是 连续 的 ， 而 连续 通 数 是 可 积分 的 ， 
所 以 定理 2 中 的 各 分 蚌 确 实 存 在 的 。 我 们 还 注意 到 ， 如 果 我 们 用 平行 
于 x 轴 和 y 辖 的 直线 构造 一 个 正方 形 网 ， 以 国道 C 为 其 外 边界 ， 则 6@ 
六 加 成 的 闭 区 域 被 分 成 或 是 正方 形 或 是 正方 形 的 一 部 分 为 网 上 腿 所 组 成 
章 网 络 ， 使 得 

中 (7) d= 本 中 f(z)dz, (2_10) 

其 中 表示 网 眼 的 与 C 同方 向 的 边界 。 

各 2 位于 边 发 为 的 正方 形 转 道 $ 的 内 部 ， 出 

I$, [zzlldz| |<4YV Zo 一 42.(S 的 面积 )， 
这 是 由 定理 1 立即 可 得 前 ， 天 为 |z 一 2 | 过 av/2 以 及 力道 5S 的 长 度 是 
44。 由 此 我 们 得 到 下 述 引 理 。 
站 [| 


引 理 1, 若 C 是 一 闭 围 道 ， 则 少 dz= 0， 史 zdz 一 0。 
- : 必 
这 些 结果 可 由 积分 的 定义 直接 得 到 ， 因 为 当 max|z 一 六 -il 
时 ,| de=lim DS {2,-2.1) ~0, 
还 右 : 
| zdz=1im 忆 {ZZ — Zo 


=lim 3 {zr C2 一 和 -1 


=- 二 lm 之 (3 十 避 tr 一 好 -1 站 
.11im 3 {23— si} 
2 Ct 


二 办 。 


引 理 2 ( 填 尔 沙 引 再) 给 定 e>>0， 利 用 适当 的 平行 末 x 轴 和 9? 
办 晶 平 行 线 族 ， 册 我 们 能 把 已 的 内 部 分 成 有 限 多 个 网 服 ， 它 们 或 是 正 
方形 或 是 正方 形 的 一 部 分 ， 并 日 在 每 一 个 网 眼 内 ， 存 在 一 扎 2， 使 得 
对 网 眼中 的 一 切 * ， 有 

FO — fz0) =H (2) El — Z|, (2-11) 

其 中 |erl<<&。 

证 明 ”假定 引 理 的 结论 不 真 ， 旬 | 不论 将 C 的 内 部 怎样 细 分 ， 至 
少 存在 一 个 网 眼 ，(2-11) 式 对 家 是 不 成 立 的 。 我 们 将 说 明 ， 这 必定 导 
至 条 的 内 部 或 在 上 存在 一 点 ， 寺 2 在 这 一 所 是 不 可 撤 的 。 

用 一 个 面积 为 的 大 正方 形 了 把 忆 包 围 在 其 内 部 ， 并 且 对 它 反 
复 进 行 四 等 分 。 当 工 坡 分 成 四 等 分 后 ， 在 工 的 四 个 正方 形 中 至 少 存 
在 一 个 下 方形， 出 如 了 ，(2-11) 式 对 它 是 不 成 立 的 - 抠 六 四 等 
分 ,在 辣 的 四 个 正方 形 和 中 至 少 存 在 一 个 ， 比 如 工 ，《2-11) 趟 对 它 不 
成 立 。 如 丝 继 续 下 去 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 正方 形 序 列 工 9 
…， 每 一 个 正方 形 都 包 舍 在 其 前 面 的 一 个 正方 形 中 , 对 它们 来 说 , 引 理 
是 不 成 的。 由 于 正方 形 的 面积 是 如/d， 这 一 正方 形 序 列 必 收 纲 


s hb 和 


研一 个 点 &， 它 位 于 一 切 正 方形 了 (nn 一 1,2,…) 之 中 ， 显 然 ，5 位 于 
内 或 CC 上， 在 各 =56 这 一 点 ，(2-11) 式 不 成 立 。 

但是 ， 另 一 方面 ， 由 于 f(?) 在 £ 这 一 点 是 可 微 的 ， 对 任意 给 定 的 
3>0， 存 在 6>0， 司 得 当 |z 一 5] < 时， 有 

用 3 一 下 人 一 了 (KZ 一 站 十 Bt，[z 一 人 | ， 

其 中 当 |z 一 2 <3 时 [ec | 过 ze。 由 于 Ts 收 纺 成 点 上 ， 则 存在 自然 数 六， 
使 得 对 一 切 m>NW，T 都 位 于 同 域 lz 一 8| <0 之 中 ， 这 表明 , 在 气 取 
成 上 时 ，(2-11) 式 是 清 足 的 ， 这 是 矛盾 的 。 故 哥 尔 沙 引 理 是 成 立 的 。 

我 们 继续 进行 定理 2 的 证 明 。 和 根据 引 理 1 和 本 理 2 ，(2-10) 式 右 
端 中 的 每 一 项 为 


中 162) dz 一 $e, 1z~—2|dz, 


p 12ar= Dp erlz—zld, 


| 外 feed < 了 习 | 少 elz-zalldzl|。 
若 ? 不 是 一 个 完全 的 正方 形 ， 把 它 分 成 两 部 分 ， 妨 由 那些 直线 段 
组 成 ，Y; 由 C 的 一 部 分 所 组 成 。 由 于 jey|<e ， 则 
| elesl lr! |<ers 34, 
其 中 丰 是 包围 C 的 那个 大 正方 形 T 的 面积 。 同 样 ， 册 于 那些 的 上 长 
度 之 和 不 可 能 起 过 可 求 长 曲线 C 的 长 度 1， 所 以 
I$ sr]z—zl ldzl | <Kie, 
其 中 下 是 大 正方 形 工 的 对 角 线 的 长 讼 ， 因 | 一 ?| <K, 于 是 我 们 时 
出 【有 f(z) dz| <Be, 
其 中 旦 是 一 个 常数 。 由 于 是 任意 的 ， 故 定理 成 并 。 


柯 西 定理 有 下 述 重 要 推广 。 
定理 3 设 区 域 多 的 边界 C 是 一 条 可 求 长 的 若 当 闭 曲线 ， 若 函数 


1(z) 在 多 内 解析 ， 在 多 .上 连续 ， 则 


项 而 


E97 9 


中 f(2)dz—0, 
柯 西 定理 能 使 我 们 在 计算 某 英 积 分 时 减少 很 多 的 劳动 。 鲍 如 ， 当 
2 是 任 一 若 当 闭 转 首 时， 路 sinziz, 中 eraz 和 中 chz dz 等 这 类 积分 


必定 是 零 ， 因 为 每 一 被 积 范 数 都 是 整 函数 。， 
“这 里 不 于 证 明 ， 读 者 可 参看 庄 坟 末 等 著 的 《 复 认 函数》 。 
定理 4 设 区 域 多 的 边界 忆 嘎 由 Y。,y1，…, Yn 这些 可 求 长 的 著 当 
闲 曲 线 记 组 成 ， Psya…sPs 都 在 Y。 的 内 部 。 若 函 数 f(z) 在 内 解 
析 ， 在 要 上 连续 ， 府 . . 


中 f(z)dz—0, 
其 中 积分 是 没 C 的 正 向 到 的 ,或 者 
中 也 2) = T(z)dz + 中 1(2) dz 二" 十 fz) dz 


证明 ,我 们 用 一 些 辅助 曲线 把 区 域 
多 分 成 mn 十 1 个 由 可 求 长 的 若 当 闭 曲线 
所 力 成 的 区 域 (图 2.2)。 设 记 是 了 (2) 
论 第 K# 个 区 域 的 边界 的 积分 C 
的 ) ， 根 据 定 理 3， 下 一 0 (k=1,2,*: 


.i m1}, 所 以 ， 3 lx= 0, 但 因为 1(2》 
图 2.2 沿 辅助 及 线 的 积分 来 回 取 黄 次 ， 故 
中 f(z)dz= ps 上 =0。 定理 证 毕 。 


特别 当 f(z) 在 由 大 当 财 昔 线 C, 和 C， 所 图 成 的 一 连通 区 . 域 多 内 
及 其 上 解析 时 ， 我 们 有 


人 roaz- 中 fadz。 


1.8 ” 柯 西 积分 公式 和 解析 函数 的 导数 
肉 助 条 是 积分 公式 ， 我 们 能 把 解析 茵 数 万 z》 在 闭 国 道 C 内 任何 
s 5 3 


一 瓜 的 值 表示 成 沿 忆 的 国道 积分 。 
定理 5 基本 数 1(z) 在 江 国 省 .的 内 部 及 其 上 是 解 亲 的， 又 阁 忆 
是 忆 内 部 的 点 ， 则 


FT = f(z)dz je), (2-12) 


全 部 一 二 

这 公式 称 为 柯 西 积分 公式 〈 人 简称 柯 西 公式 。 

证 明 如 图 2,3 所 示 ， 环 境 * 一 $， 
以 3 为 半径 作 一 个 小 圈 ， 合 它 完全 位 于 ， 
C 的 内 部 。 让 CC 和 7 之 间 的 区 域内 ， 本 
数 v2) 二 1(2)/{z 一 6》 是 解 折 的 ， 在 人 
将 作 一 折线 工 ， 连 接 ¥Y 上 的 一 点 和 C 上 
的 一 点 ， 我 们 形成 一 条 闭 转 道 了 ,Yt2) 
在 了 工 的 内 部 及 其 上 是 解析 的 ， 于 是 根 人 
据 柯 西 定理 ， 有 图 2.3 
中 g(z)dz 一 0， 


其 中 工 的 方向 是 正 的 ( 即 关于 记述 区 域 是 长 出 名 方 喇 ， 由 于 要 在 上 
上 来 回 积 分 两 次 ， 因 此 即 得 


外 ro pr) dz 0, 


1 1 fiz)dz 
2ni oe 2 ?+ 2 ze 


1. a fe + 和 rf 
- 十 有 


但 是 


(2-13) 
在 ? 上; z 一 5 一 gef， 于 是 上 式 才 端 中 的 第 一 项 成 为 
KG) 2 ied 一 Te) 


| 0 Sel 
根据 定理 1 , 《2-13) 式 中 右 端 的 第 二 项 的 寞 不 能 超过 


1 
Zror, |1(C2) —f(£) 1 "27xg。 


全 启 和 9 # 


内 于 世纪 在 * 一 6 是 连续 的 ， 当 9->0 时 这 式 子 趋 于 零 ， 这 就 证 明了 定 


如 


例 2-2 求 少 .Eteose/(z 一 Daz 和 中 Leosz)/z+i)3dz， 其 


中 心 是 项 点 沪 人 0,0)， 2， 一 2) 和 (2,2) 
.的 三 角形 的 边界 。:《 见 图 2,4》 。 
解 (1) 由 于 cosz 是 整 函 数 ， 又 
上 所 < 一 工 位 乎 C 的 内 部 ， 久 些 ， 我 们 衣 
用 柯 西 积分 公式 (2-12)。 于 是 


1 COSZ 
一 一 日 7 一 
oi c 3 cos1, 
羡 2.4 或 者 
中 《ee dz-= 2ricosl-3.39i。 
产 况 一 


(2) 被 积 函 数 能 守成 (ceosz)Az 一 (一 1)， 点 为 一 ~ 工人 位 琅 C 的 外 
部 ， 此 时 柯 西 积分 公式 不 能 用 。 但 是 ， 由 于 被 积 函 数 在 C 内 及 其 上 是 
解析 和 的 ， 因 此 ， 据 柯 西 定理 (2~8) 式 ， 其 值 是 截 。 

例 2-3 束 C1/2ri)p Ccosr) f(t+1)3dz, 其 中 CC 是 图 局 |z 一 
2i| = 2。 

解 ”在 这 里 不 能 直接 看 出 来 能 否 应 用 柯 西 积 分 公式 或 柯 梧 定理 。 
将 分 母 因 子 分 解 ， 我 们 有 


1 5S 
re Hi 
注意 到 2~=i 在 C 的 内 部 ,而 了 务 数 7?)= 
(cosz)/(z 十 i)》 在 CC 的 内 部 及 其 上 是 解 
析 的 ， 因 此 ， 据 柯 西 积分 公式 (2-12)， 
所 给 的 积分 值 是 


i OS 一 
一 一 四 
0) 2 2 1 


帮 
志 调和 


1 COS2 
oni Texsl 
下 述 定理 说 明 如 何 几 图 道 积分 去 玫 示 (5) 的 什 。 
定理 6 若 f(D 在 区 域名 内 是 钙 浙 的， 则 它 的 导数 由 下 式 给 出 ， 


fr (2)= i fn}dz (2-14) 


1 
dz = 一 一 ch 
3 2 1o 


C《Z 一 点) “ 
其 中 C 是 位 于 多 内 包 图 点 x= 的 任 一 简单 邮包 道 。 
证 明 ”根据 定理 5， 我 们 有 
fen 1 1 1 1 
TT - 式 [ 作 . 汪 衣 ( 天 二 让 一 二 )1zdz 


f(z) hf(z) 
2xri sr$, {er (xz—6): TN eh) je 


_ 1 jx)dz 
”272i $, (2—5)? ti, 


我 们 只 要 证 明 当 I 一 0 时 {一 0 就 腑 了。 出 于 了?) 在 忆 肉 和 C 上 是 
解析 的 ， 因 而 它 是 有 界 的 ， 因 此 在 C 上 |f(z)| 志 M。 令 4d 是 从 5 到 忆 


的 距离 ， 车 令 Ik| 选 得 充分 小 使 得 1hi < 元 则 


中 


其 中 1 是 C 的 长 度 。 量 然 ， 土 式 右 端 项 当 [ki—0 时 趋 于 零 。 放 . 定 下 
成 立 。 
由 证 明 中 可 以 大 出 ， 还 可 以 拒 这 个 定理 卖 述 成 下 述 的 形式 : 如 果 
通 数 jz》 在 区 域 西 的 边界 C 上 是 连 续 的 ， 那 入 用 柯 西 公式 表达 的 函 
煞 Ls 
f= 1 
在 区 域 多 是 解析 的 。 
(2-14) 式 表明 ， 将 柯 西 公式 (2-12) 式 从 形式 上 对 和 油分， 这样 也 
可 得 到 导数 的 公式 {2-14); 定理 6 说 明 这 样 的 微分 过 程 是 合理 的 。 
定理 7 车 函数 1tz) 在 区 域 包 内 是 解析 的 ， 则 在 全 的 每 一 个 成 5， 
名 把 二 


了 (z) 有 一 切 阶 的 导数 ， 其 值 由 下 式 维 出 


fj") = Sr n 一 1 2,3，- (2-16) 


证 明 车 我 们 假定 定 政 对 一 形成 立 ， 我 们 考虑 式 子 
et 一 万 一人) 


我 们 能 容易 地 证 明 它 等 于 
Cm 1 fadr 了 
27ri CCZ 一 em 


如 在 定理 6 中 所 证 明 指 ， 立 即 可 得 当 |Rjl->0 时 1T| 趋 于 零 。 证 明 的 幼 
节 留 给 读者 去 完成 。 


例 2-# 求 中 [zs2z 二 1)/(z 一 1)*1dz 的 值 ， 其 中 己 是 圆 阅 
1z| = 

了 考虑 到 被 积 函数 中 分 母 的 形式 ， 我 们 将 用 方程 (2-16)， 取 
和 二 2， 于 是 我 们 有 


_ 21 基态 
fz) 一 2xi oe 


可 z=1， 由 .上 方程 ， 则 得 | 
2Ti 33281000D 一 中 _ 


取 1(2)=23- 寺 2x 十 1， 这 公民 便 得 字 


2 十 2z 十 1 8 
= Ai (2 t+ 2+ 1a 


=Xi(t62)s1 =67Ti, :i 
讽 2-5 来 [eosz/((z 一 1)3z 一 5)?)jdz， 其 中 C 是 图 周 14 一 
41 一 2。 
解 ”证 我 们 检查 分 母 的 两 个 因子 。 因 子 【z 一 1 关 在 积分 围 道 过 阶 


内 部 及 其 上 不 为 零 。 但 是 ，(z 一 572 在 忆 内 的 点 2 一 5 为 零 。 因 此 ,我 
要 将 积分 改写 威 


s BH2 * 


了 Cr) 


{z—5)2 “dz, 
取 尹 一 1，z 一 5， f(z) 一 casz/(z 一 IT)3， 应 用 么 式 (2-14)， 于 是 


人 万 心 岛 下 

‘一 7 d gosz 

$, (zr) dri erlys | 
-=- oni. ene 48c0S5 , 


4 放 尔 定理 与 各 拉 证- 


定理 8 ( 柯 西 、 柳 徽 尔 (Liouviile) 定 理 如 困 函 数 f(z) 在 整个 复 
平面 名 上 解析 的 ， 并 和 且 是 有 界 的 ,, 那么 它 必定 是 一 个 常数 。 
证 崩 设 Zi 基 和 任何 两 所。 叉 设 辟 是 以 所 为 中 心 逢 单 特 为 


po>21z 一 如 [的 圈 周 ， 罗 目 ， 当 z 在 C 上 时 ，|2 一 al 去 p。 由 柯 西 
公式 ， 有 


jzi) —1 (22) = 站 上- 2 1 adz 


于 是 


| (Fi— zf rd 


CC (Fz) (2— 2 ) 


fz) fz) 1 = 


1 [sslM sp 
< 直上 远 
之 
一 ?2 一 Za， 


其 申 导 是 了 tz) 的 上 界 。 国 定 纪 和 2%3， 令 P 一 十 吕 ， 立即 得 到 了 (x) = 
ft2)。 由 于 21，2z 是 尾音 的 ， 放 f(z) 是 一 个 融 数 。 
定理 9 ( 莫 涡 控 (Morera) 定 理 ) ”如果 画 数 ftz) 在 单 连通 区 城 甸 


内 是 连续 的 ， 并 且 积分 | f(z)dz 沿 着 任何 一 条 位 于 多 内 的 车 当 阿 曲线 


生 证 下 


-C 都 等 于 零 ， 那 么 ， 玫 妃 在 这 个 区 域 多 内 是 正则 的 。 

证 明 ”由 定理 的 条 件 可 知 ， 在 区 域名 内 积分 | f(z)dz 与 积分 的 路 
线 无 关 ， 这 航 是 说 ， 当 点 aa 固定 时 ， 这 个 积分 便 确定 了 z 的 一 个 音 
值 函数 ， 

F(x) =) fg, 
不 难 证 明 。B(z) 在 多 内 是 解析 的 ， 并 且 
F'(zD) 一 让 | 1CDdz=f(z)。 (2-17) 


事实 上 ， 根 据 导 数 的 定义 及 积分 的 性 质 (2~4) 式 和 (2-6) 式 ， 贾 知 


Fr(2) = 二 一 了 (7》 


La 人 Ta 一 人 74 | 
Tree ry 


了 (2 在 点 z 处 是 连续 的 ， 可 以 写成 
一 FCz) + 6), 
其 中 : E20 所 十 式 代入 (2-18) 式 ， 我 们 得 到 . 


F(D Him fC tlim ceae, (2-19) 
由 于 了 C2) 是 一 个 常数 ， 所 以 
atet)) d=fC2)h, 


因为 由 定义 ， i ， 才 下 另外 ， 由 定理 1， 有 


全 ed <max [HCEY)* [hh|, 


国 此，(2-19) 民 市 的 第 一 个 极限 等 于 1(z)， 久 二 个 极限 等于零 ， 族 . 
F(z) 一 了 f(z)。 而 根据 定 青 7?，F'{z) 也 是 解析 的 , 故 f(2) 是 解析 
的。 

好 届 点 二 


1.5 最 大 模 原 理 与 许 伐 茨 引 理 
定理 10 若 函 数 f(7) 在 加 [2 一 a| < 之 R 内 解析 ， 则 
1(o) 一 小 | ferre? yd, 0<r<R, (2_20) 


这 个 公 趟 称 为 平均 入 公式， 或 称 为 解析 函数 的 中 值 定理 。 
证 明 ” 设 ? 是 圆周 |z 一 a| 一 r< 之 R， 令 z 一 4=rei?， 由 柯 西 公式 我 


们 便 得 出 
1 [| f(z)dz 
2Ti jy “一 下 


fr) 一 


人 ee 
27 reid re "de, 


1(o) = 去 Hs 1(atrei!)dg, 


定理 11 (最 大 模 原 理 ) 若 函 数 f(z) 在 区 域名 内 是 解析 的 ， 并 上 
不 为 常数 ， 则 模 1f(z) | 不 可 能 在 儿 的 任何 一 个 内 点 达到 最 大 值 。 
证 明 设 M=sup|j(z)|。 车 M= 十 co， 则 定理 显然 成 立 。 


由 于 并 2) 不 是 常数 ， 所 以 时 和 0， 因而 0 之 MH< 填 co。 才 定妆 内 
存在 一 点 a， 使 得 对 = ifo)|， 则 [f(z)1 声 |f(a)|。 设 d 是 点 a 到 区 
域 多 的 边界 的 距离 , 显然 4>0。 由 于 1(z) 在 1z 一 a| <d 内 是 解析 的 , 令 
z 一 a=reif， 刚 由 平均 值 公 式 ， 对 任何 +<d， 

fo= 了 | fareieydg 。 


因为 对 所 有 的 8，|f(atre3)| 所 |1(0)|]， 车 令 2)/1(0) 一 pc， 刚 
? 和 都 是 的 画 数 ， 且 Pp 拟 1。 于 是 ， 我 们 可 将 上 述 平均 值 公式 改 
写成 


1 人 < 
一 一 -一 1 二 = 
1 gl ，pe 8, (‘2-21) 


因此 ， 
1 EE 

< 一 一 < ， 

1 2 | pd8B 志 1 


or 5 2 


这 就 得 权 fpyae=0. 


但 是 由 于 被 积 隙 数 是 非 负 的 ， 记 以 对 所 有 的 8，p 三 1。 在 (2-21) 式 中 
取 实 部 ， 我 们 得 到 


站 时 
一 -一 -| COS9D， 
他 


即 | “(1 一 cosp)d9 一 0。 再 由 于 被 积 西数 的 非 负 履 ，cosp= 三 1。 因 此 ， 


在 网 局 |z 一 9| 一 上 f(z2) ==f(2)。 由 于 rr 之 a 的 任意 性 ，ftz) 一 J(ta) 对 
上 益 于 加 [x 一 9i < 之 6 内 的 一 切 点 ? 都 成 立 。 

现在 我 们 来 证 明 对 客 内 的 任何 一 点 PP， 有 fp) 一 f(a)。 如 图 2.6 
所 示 ， 用 史 内 一 折线 1 连接 8 和 pp， 这 总 是 能 做 到 徇 ， 因 区 域 密 是 连 
络 的 。 设 8 是 1 到 多 的 边界 的 虐 离 ， 显 然 >0o。 在 I 上 取 点 和 =a， 
Zs Hay "9 Ln = 使 得 相 邻 两 点 间 的 距离 过 1 < 人 分 别 以 这 有 二 LT 个 点 
为 中 心 ， 以 为 半径 作 图 30,74,…,74， 显 然 这 7 十 1 个 加 全 位 于 多 
内 。 

设 和 是 态 如 到 多 边界 的 距离 ， 显 然 钙 汪 0t7 一 0,1,…,n)。 我 们 
已 经 证 明 在 交 |z 一 a <d。 内 ，f(z) 一 f(a)， 由 于 zi 在 回 74 内 ， 所 以 
jz17) 一 了 (0)， 因 而 |f(z1)| = 二 寻 。 于 是 根据 以 上 所 生得 的 结果 ,在 阅 
zs 一 1 a 内， 因而 在 园 7; 内，f(2) 一 Jtz1)。 因 点 吉 在 yj 内， 所 
以 fz2) = 二 J(21) 一 f(8)， 因 而 11(z2}1 二 村。 因此 ， 在 二 7 内 有 了 (7) = 


财 2.6 


tz) 二 了 00)s。……… 如 此 继续 下 去 ， 最 后 我 们 得 到 fz4) = 二 了 (PD) = 了 (4)。 
财 于 了 是 区 域 术 内 的 任意 一 上 氮 ， 故 在 区 城 久 内 有 1(z?)}=f(tn)， 这 是 与 
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假设 予 盾 的 ， 放 定理 成 立 。 

推论 “ 若 函 数 了 Cz) 在 有 界 区 域 多 内 和 解析， 在 闭 区 域 针 上 连续 ， 并 
上 且 不 为 常数 ， 则 |f(2)1 只 能 在 名 的 边界 9 留 上 达到 最 类 值 ， 
” 事实 上 ， 由 于 f(z) 在 留 上 连续 ， 则 ]ftz)| 在 留 上 连续 。 因 为 外 
是 有 漠 闭 集 ， 记 以 f(z)1 在 名 上 达到 其 最 大 什 。 由 上 述 定理 ， 这 最 大 
值 只 能 出 现在 多 的 边界 32 上 。 

许 伐 菊 (Sehwarz) 引 理 ”车 函数 jz) 在 单位 加 |z| 过 1 内 解析 ， 且 
满足 条 和 件 ，f(0) 一 0，1fCz) 志 1， 那 入， 在 |z| 过 1 内 必 有 


ltz)| <|z1, (2-22) 
a : 
. FC0) | 持 1。 - . (2-23) 
其 时 在 加 内 存在 一 个 点 二 使 :f(z0) | 一 12 ， 则 
. f(z =ei’y, 


其 中 4 是 任何 一 个 实数 。 
证 明 ”作画 数 
(zz G0, 
9(2) 一 JC0)， 当 #=0。 
显然 ， 函 数 9(2) 在 茄 环 0 之 |?| < 之 1 中 是 解析 的 。 由 于 


lim v7) = lim fT 一 一 六 (03， 
所 以 ， 遇 (2 在 单位 加 内 是 连续 的 。 现 在 我 们 来 证 其 yCz) 在 单位 加 内 
也 是 解析 的 。 根 据 莫 雷 控 定理 ， 只 要 还 天 对 单位 加 内 移 任 何苦 当 洁 曲 
线 ， | caz=- 0 就 行 了 。 若 y 的 内 部 不 含有 原点 z 一 0， 即 ?及 其 
内 部 完全 位 于 画 环 0<1z| <1 内 ,根据 柯 西 定理 ， 则 | g(z)dz=0。 若 ? 


乱 内 部 售 有 原点 :一 0, 此 时 ， 作 充 分 小 的 央 周 7,: lz| 一 二 > 人 根据 
柯 西 定理 和 柯 西 积分 公式 ， 我 们 有 


| ,caz=-| coaz 一 | = 


=27if (0 一 站 


若 原 点 7=0 位 王 Y 上 ， 此 时 ， 令 YY 表示 7 宕 图 |z[ < 之 外 的 那 部 分 
册 线 ，y:。 下 示 7 位 于 ?内 部 的 那 部 分 阐 纪 (图 2,7)， 星 然 ， 当 
z-20 时，Y/ 一 7 7 一 原点 2 一 0， 这 样 Y 十 7 构成 一 条 车 当 闭 曲 变 ， 
它 的 内 部 完全 位 于 圆 环 0 之 1z| 过 1 中 ， 因 此 ， 据 柯 西 定 更， 我 们 有 


| weodz=| o(z)dz 
i{’ fceeie yd 
| ， 


其 中 ere， es 是 ?与 ?的 问 反 ， 

st， 有 .<27。 由 于 当 2 一 0 财 ， 

fsei3) 一 0， 因 此 ， 若 对 上 述 等 式 的 两 
边 令 2 一 9， 使 有 


| ee)e=0, 


图 2,7 
所 以 ，P(2) 在 |z|<<1 内 是 解 斩 的 。 
在 疼 周 [2| =r<1 上 ， 成 立 


lp = | = 


由 景 大 横 原 理 ， 这 个 不 等 式 在 |z| 志 + 上 也 成 立 。 上 式 中 令 ?-*1, 便 得 
到 19(z) 1 志 1， 邦 , 了 D1 所 1z1，]T7C0) | 所 1。 

者 在 [zl<1l1 内 存在 一 点 2 人 (2 天 0)， 使 1Fzo)[ 一 [zl， 于 是 
19(2)| 一 1 或 者 车 100)} =1， 则 19(0)| = 二 1。 根 据 最 大 模 原 理 ， 
ytz) 一 ti15，& 是 任 一 实数 ， 直 了 2) 一 2 "XY。 

定理 12 ( 鲍 沾 尔 - 卡 拉 太 屋 独 利 (Borel-Caratheodory) 定 现 ) 

设 1(z) 是 闭 贺 2 三 R 上 的 解析 函数 ， 设 i =max|fC2)1, r<R， 则 


Re 


WR IRefla + C0) 1, (2-24) 


其 中 |Refiln =max|Ref(2)1。 
证 明 令 妇 =|Refls。 首 先 假定 1(0)=0， 令 
"也 前 时 


fer) 
z(2A— 2) | 
则 利用 英和 雷 拉 定 理 不 难 证 明 g 在 1z| 亏 R 上 是 解析 的 。 此 外 ， 若 1z1 一 
R， 则 |24 一 了 f(z)| 守 |1C2)1。 因 此 ，|lslz 所 1/R。 由 最 大 模 厌 理 ， 我 
们 有 sj, 所 is， 因此 ， 若 1z] 一 +?， 则 


[72 1 
ri2A—F)l “Re° 


g(2) = 


从 而 ，1fCz) | << 下 -(24 十 11(z)1)， 于 是 ， 我 们 有 


WR IRefle, 


在 一 般 情 况 下 ， 我 们 将 所 得 估计 应 用 于 函数 Hz = 了 (z》 一 (0)， 
则 Rehla<IReflz+11C0)1， 并 且 ， 车 1z|=r， 我 们 得 到 。 - 


[2 一 0) A+ 0) 1 


R—r 
从 而 ， 我 们 有 


Is 二 (4+IKOD 二 TO 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结果 。 


1.6 竟 和 半 平 兽 上 的 迪 利 希 荣 (Dirichlet) 问题 一 一 汽 松 积 分 
公式 

在 第 一 章 的 8 2.5 中 ， 我 们 曾 讨 论 过 调和 子 数 与 解析 函数 之 间 的 
密切 联系 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 继续 阐述 这 种 联系 。 

具有 物理 诬 用 的 一 类 重要 的 数学 问题 是 迪 利 希 菏 (Dirichlet》 问 
题 ， 即 要 找 一 个 未 车 函数 ， 它 在 某 个 区 域内 是 调和 的 ， 而 且 在 这 个 区 
域 的 边界 上 取得 预先 指定 的 值 。 倘 如 图 2。8 所 示 ， 一 半径 为 奔 的 圆柱 
体 充 满 导 热 的 物质 。 我 们 知道 ， 圆 柱 体内 的 温度 是 由 调和 函数 了 (7r,D) 
来 描述 的 。 若 圆柱 体 表面 的 温度 是 已 知 前 ， 是 由 sinpecoszb 所 给 定 
的 ， 由 于 T(r, 90) 在 0<r<l 0<9<2r 上 症 连续 的 ， 因 此 ， 我 们 的 癌 


ua BD 


题 蚌 要 求 一 个 单位 加 上 的 调和 函数 T(r,9)， 使 得 T(1,6) 一 sinbcos26。 
这 就 是 我 们 所 要 解 前 迪 利 希 某 问题 。 

我 们 刚才 所 讨论 的 迪 利 希 葬 
问题 ， 其 边界 是 简单 的 几何 形状 ， 


1 如 在 大 多 数 关于 偏 微 分 方程 的 教科 
了 险 书 中 记述 的 。 通 常用 变量 分 离 法 来 
人 人 一直 -一 -~ 解 ， 对 更 复杂 的 形状 ， 有 时 要 采 共 
形 映 昭和 的 方法 。 这 种 方法 将 在 以 后 
讨论 。 在 这 节 里 ， 我 们 只 讨论 区 域 
”的 边界 是 较 周 或 无 限 直线 的 情况 。 
并 2.8 画 的 迪 利 希 菜 河 题 

和 对 解 边界 为 国 周 的 过 利 希 素 癌 题 ， 柯 西 现 分 公式 是 有 帮助 的 。 考 
典 2- 复 平面 上 半径 为 办、 中 心 为 原点 的 轴 〈 见 图 3.9 ) 设 Kz) 是 在 
西周 1z|=R 上 及 其 内 解析 的 函 : 

数 。 对 这 阴 数 了 z) 和 这 加 局 应 用 柯 
西 积分 公式 ， 对 山内 的 任何 一 点 
我 们 有 


_- fCw) 
fz)= 2ni 和 由 wz 
人 . {2—25) 
仿 z- Rs， 它 位 于 过 原点 和 点 z 
的 射线 上 ， 且 lz.1=R*/1z1>>RR， 图 2.9 
因此 ， 2 位 于 图 |z| 志 有 R 的 外 部 。 于 是 ， 由 柯 西 定理 ， 我 们 有 


= -上 FEW) dy 
27i J jw- WZ 


~ 25i . [vm yy. Re 
了 


: 竹 (2-25) 式 与 (2-26) 式 的 两 边 分 别 相 减 ， 我 们 闭 得 
+ 汉 


-i a z (2-_26) 


. 2 
$2) = 10%) 一 一 一 下 dw (2—27) 


令 w=Rei"，z 一 rei*， 于 是 zre-i。 将 它们 代入 (2-27) 式 ， 我 们 有 


2 


2 3 
1(2)- 去 | Ld Ge er) 9。 


将 分 子 和 分 母 回电 乘 以 一 (r/RD)eries 则 分 子 - Ra—r, 分 母 = 
(Reite- tr) (Reit- tr)= |Rete rr]: mR 2Rreos(y — 


6)， 于 是 ， 最 后 我 们 有 
1 2 Ri:—r? iy 
1(2)= 盐 | (rr sy- a) rae )dy， 


现 将 解析 函数 jz) 卖 示 成 其 实 部 DU 和 VV， 于 是 ，f(rei?) =U(r, b) 十 
iV4r, 9)、f(Rei?) 二 U(R,q) -Hiy(R,9)， 上 述 方程 成 为 
0 0) +iV(r, 8) 


人 志 及? 一 7 . 
pi , BTR 0 (RF) +iV(R, do. 


由 于 这 个 方程 两 边 的 实 部 必 相 等 ， 于 是 我 们 得 到 直列 消 松 (Poissony 
公式 
Ur, 0) =|), py dg。 i 万 de (2-28 ) 

对 Y(r, 0) 与 Y(R,9)， 我 们 也 有 类 似 的 公式 。 

演 松 积分 公式 (2-28) 是 重要 前 。 这 个 公式 告诉 我 们 ， 当 也 在 加 
辕 |w) = 六 上 的 取 值 DCR,9) 已 知 时 ， 则 调和 函数 Dr, 9) 在 这 图 内 任 
意 一 点 的 值 由 公式 (2-28) 所 给 出 。 

由 于 我 们 要 求 f(x》 让 这 半径 为 R 的 圆周 上 及 其 内 部 是 解析 竟 ， 
因此 读者 必须 假定 方程 (2-28) 中 的 西数 UC(R,y) 是 连续 徇 。 事 实 上 ， 
这 条 件 可 放宽 成 允许 TCR,9) 有 有 限 个 “ 哑 牙 的 ”不 连续 点 ， 泊 松 公 
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式 仍 成 立 。 ~ 

出 2-6 如 图 2.10 所 示 ， 设 一 根 半径 为 工 的 导电 的 管子 被 无 限 
歼 锋 分 成 两 半 。 上 尘 管 《 有 一 1,0 到 
PT) 保持 工 优 特 的 电位 ， 下 半 管 
CR 二 1, Tp 之 27) 保 持 一 1 伏特 的 
电位 。 求 在 管内 任何 一 点 tr, 外 的 
势 。 

解 ”由 于 志和 势 是 个 调和 画 
数 ， 因 此 治 松 公式 是 可 用 的 。 由 公 
式 (2-28)、 尺 二 1。 我 们 窑 


_ 1 Lf 《1 一 天 ?dd 
U 一 了 1 4 一 ”站 
《5 27 工 十 振 一 2rco0sf 一 日 ) 


至 
1 (1 op (2-29) 


27 J 1+ri—2rcos(tp—8)" 
在 每 个 积分 中 ， 我 们 作 闪 数 变 换 x==g 一 9， 并 利用 下 述 积分 公式 


_dx ,2 [vb tg(x/2) 
|e Vb [Me » 2730) 


了 下 一 1+m 8 一 一 2r， 我 们 得 到 
6 
到 


(Ee ea 


由 于 反正 切 沙 数 是 凶 值 画 数 ， 在 应 用 这 个 公式 时 ， 必 须 取 适 当 的 单 从 

支 ， 使 得 U(r,9) 对 一 荔 r<1 是 连 续 的 和 UC1,9) 仅 在 改姓 0=0 租 

8=xt 晤 是 不 连续 的 。 . 
二、 对 于 半 平 面 的 迪 利 希 莱 问 三 
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我 们 的 问题 是 要 在 土 举 Ww=4 二 iV- 平面 上 求 一 个 函数 ptu,v)， 
鸽 得 它 在 上 半 平 面 (v>0 前 区 域 ) 上 是 调和 的 ， 而 在 实数 轴 t=0 上 
Pn 了) 必须 满足 预先 给 定 的 边界 条 件 (0)。 

设 了 Ww) 二 pp(a,9) 十 计 (w,2) 在 v0 上 是 解析 的 。 考 目 闭 围 道 
Ca， 它 由 半径 为 民 的 上 半 图 周 Ye 和 实数 轴 上 的 线段 1s[ 一 R,R] 所 组 


-RR 性 " 
图 2.11 
成 。 令 z 是 Ca 内 任何 一 点 ， 由 柯 西 积分 公式 ,我 们 丰 
fo)=-L aw (2-32) 


2i ca W—2 


由 于 = 位 手 上 半 平 面 ， 则 z 必 位 于 下 半 平 面 ， 因此 ，: 它 必 在 ca 的 外 
部 。 于 是 ， 据 柯 西 定理 ， 有 


0=_ 1 中 Hdw, (2-33) 


271 J Ce W—z 
将 (2-32) 式 和 (2-33) 式 的 两 边 分 别 相 碱 ， 我 们 获得 


1 下 10w) (Hz 


-16 OW) 22) gy 


27i Cn CW 2 (WO— 2) 


li Iw) aw 
Zi JJ rp CW—2) CW— 27 


1 《Z 一 2)f (Cw) 过 C934 
+ 二 | (CW— 2) CW—2) WW (2°34) 


-1d 


令 #=x 寺 y， 赐 3x 一 Jy。 上 式 右 端的 第 二 个 积分 等 于 
pl fwd > 
zf a (UH— xX) FY ° (2735) 
_ 记 (2-34) 右 端的 第 一 个 积分 为 1,， 在 Va 上 Ww=Rei:， 我 们 有 


Ti jtRei’) dReit 
hls 3), (CW— 72) (wo— 2) loRe | 


< 并 (Rei) IR 
《及 一 [3 


车 在 上 学 衬 面 u20 上 1f1w) 1 委 M<oo， 则 得 


[ 二 1yTMTRE Ts: 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 点 =， 我 们 有 四 
dim f=0。 (2_36) 
内 于 (2-34) 式 对 任何 C(R> |a1) 才 是 成 的 ， 因此 ， 我 们 在 
f(z) = Him (1, 41) = Todu 《2-37》 


-= (4— xX) 


将 f(x) 和 jCw) 辣 训 们 的 实 部 和 让 部 来 六 EA 
ex, 7) ,WY) = 0) 十 地 (e v)， 由 (2-37) 式 ， 我 们 有 
pf" pu 0) -Figtn, 0) 
z F(X, YT xX, y) = 了 | ,re 
二 是 ， 避 实 部 ， 我 们 即 得 对 上 半 平 面 的 泊 松 积分 公式 : 


YX, ”= a 《2-38》 


关于 $CX,y) 与 多 (2 0 也 有 相似 的 公式 。 

当 负 在 整个 实数 轴 上 的 值 完 全 已 知 时 ， 泊 松 积 分 公式 (2-38) 给 
出 了 调和 函数 9(x,?) 在 上 半 平 面 内 每 一 点 的 值 。 我 们 能 证 明 ， 在 上 
半 平 曾 上 有 和 界 牌 迪 利 希 菜 问 题 的 解 是 唯一 的 。 

车 没有 这 个 限制 ， 还 能 找到 其 他 的 解 。 

在 我 们 的 推导 过 程 中 ， 我 们 假定 ，ta 0 是 在 团 上 半 平 而 += 
Inw 守 0 上 上 解析 的 函数 故 uu) 的 实 部 ， 这 要 求 方程 〈2-38) 中 的 次 数 


了 


ta,0) 对 一 co<&< 寺 co 是 连续 的 。 事 实 上 ， 这 个 要 求 可 以 亦 松 ， 壮 
多 (9 0) 有 有 限 多 个 跳跃 点 ( 即 第 一 类 不 连续 点 ) ， 方程 (2-38) 仍 扰 
是 成 立 的 。 
人 鲍 2-7 如 图 2。12 所 示 ， 上 半空 间 Taow>0 充满 着 导热 的 物质 。 


图 2.12 


在 边界 v=6，w>0 上 ， 温 上 度 保持 在 0 守 ， 而 在 边 田 5 一 0，#<0 上 ， 
温度 保持 在 ToC。 求 整个 导体 的 稳定 的 温度 分 布 P(X, 3》。 

解 ”我 们 知道 ,温度 p(x,y) 是 一 个 调和 遂 数 ， 泊 梭 积 分 公式 
(2-38) 是 直接 可 用 的 。 我 们 有 Pw,0)= 二 To WU<0; 又 凡人 加 人 一 0 
w>0。 于 是 z 


9 x, 9) = 之 | 


T dr +2 | nduw 
“tu tx Ti (ux) ". 


第 二 个 积分 是 零 。 在 第 一 个 积分 中 作 变 量变 换 了 一 < 一 必 则 


. Z | dp To, iP | lA -1 <] 
NY 一 一 ~ 上 Ti 一 | = —tg |, 
i ee 人 | xls sg yl 


(2.39) 


南 本 2 人 人 全 一 日 杖 0S9(% = OT, 。 


Tp 
项 


7H 加 


习 ” 题 


1 vn qz 沿路 经 C 的 积分 值 ， 其 中 ; 


C1) C 是 阳线 》- er 
(3) CC 是 由 水 平 线段 =1， op 和 专 宙 线段 =1，1 安 jy 扎 6 所 组 
成 。 人 比较 (1) 与 (2) 的 所 得 结果 。 
2， 2, 计算 上 erdz， 


{1) 从 名 =0 注 宪 = 1 沿 直线 y= 0 积分 
《33 内 和 = 1 到 2 = 1 4 滑 直 线 = 于 分 ， 
(3) 从 z=1+i 到 z=0 设 y=* 积分 , 所 得 三 个 积分 值 之 和 是 去。 


3. 计算 | x+itoglzDdz 沿 弘 1z1=1, rn/4<arga<r/2, 从 expdin/4) 


到 1 的 什 。 
半 。 下 列 诸 积分 中 哪个 可 家 接应 用 柯 西 定 班 : 
C1) L032 dz C2) 032 dz; 
站 & . $$, * 


(3) 中 -CO0s2 dz (4) $ logzd2 
la 2 5 


(5) 中 logzdz， 其 中 C 是 顶点 为 1 二 i，- 十 的 正方 形 ， 
人 

《5》 $ 《gza +Ez +Eydz， 其 中 心 是 闭 国 道 姑 /es 和 /加 =1，C 和 5 
心 ， 


是 实数 ， 
人 { + 一 
7) 中 二 其 中 心 是 围 道 4 


村 了 
‘3) 中 Z2 十 亚 十 芭 “ 


5。 令 关 是 任何 整数 ，* 是 一 正 实 数 ， 又 国 是 仁 一 复数 。 证 明 : 
(2 — Zo)*d2 = f° Hl 
Pe 一 sel 一? 


2xls HR= -i1, 


6， 设 是 由 直线 x=0, %=2， y= -1， y=1 所 构成 的 正方 形 。 计算 下 
as 了 了 旺 此 * 


到 各 分 治 尼 的 积分 慎 ， 、 
dz# a 
{1) a1) (2) far 
(3) 中 ce-bda (4) 中 [Ga -22d ad 
_ da dz 
Dehn a 
7 了 7。 计算 ; ， 
中 [Ke 一 2 了 《之 一 2 1] 时 2。 
. amtk ek | 
8, 证 明 : 
中 che dz -中 _chz dz。 
Irl = #2 2(z -1) Jrl= 1 z 
9. (1) 站 [reoszssinz)/f2+2)ydz， 其 中 心 是 精 回 xj/9+33A16= 1 
c 


(2) 重复 (1)， 桶 图 为 z+*+ 3:/16= 1 
《3) 术 中 { Ceoszsinz) /Lz +2)(z-5)1} dz， 其 中 心 与 1 中 的 一 


样 ; 
4) 求 (3) 申 的 和 分 ， 但 忌 是 (3) 中 的 酉 区 。 
10, (1) 下 Cechz) /Cz?+2+1)jdz， 其 中 心 是 圆周 |z + (1+)| =1 
[9 
t2) 重 得 (1), 担 蕊 职 成 圆周 |-(1+] =1。 
11, {1) 求 兴 logzACzfz -23)2:Jdz， 其 中 忆 是 贺 周 12 21! = 1 
坚 
(2) 下 (ezyyziydz， 其 中 心 是 由 直线 x*=1 和 邹 物 线 尖 =x%+1 所 
9 . 
组 成 的 闭 转 道 ， | 
12., 求 中 [cosgAz -7T)?jdz#， 其 中 心 是 圆周 lz 一 x|=1。 
过 
13。 设 了 (2) 定 闭 阐 道 C 上 及 其 内 除去 如 229';x， 外 是 解析 的， 证 明 s 


.2K1l To Ca 2 (2 -22 


"1 


‘21) 
a — ET A 一 


一 Fe) 
Were E12 ZO 2) 


+ [TE 4 fe 
{zn — 21) CZn 21) EN 


14. lid 


ercoazdz 可 
» 二 中 -D-DD Tye-37 * 共 中 心 是 |z| =34 


{2) 中 -2 其 由 C 是 由 = 十 4 和 y= 土 4 所 构成 的 正方 形 ; 


-Sin(z — 2) 
we 2 de, 其 中 C 就 是 (中 的 C3 


.4) 中 ry dz 其 由 C 就 是 (2) 中 的 C。 


35。 计算 卡 列 积分 (提示 : 刊 用 由 二 公式 从 -32071731 
(1) (172z) [i 《2) | aogecosg+5/4)dp， 


2 
{3) | ,costcose +isin9)d#，( 提 示 } Cos8 + S74= 11+1/2ei81231 


{4) | ”cos(cosg)ch(sing)d6- 
“16. 设 函 教 7(z) 在 C 上 解析 ， 且 有 界 ， 求 级 限 ， 


。 . T(z) 
lim fl -全 tfE 一 证 ) dz，4? 是 常数 。 


村 此 可 得 到 柳 斑 尔 定理 的 另 一 证 明 。 
到 .证 本 ， 洲 函数 六 2 在 单位 加 131< 工 内 解析 ， 并 旦 [Gas1G- Es 
12) 过 人， 则 对 于 0 之 7 之 1 有 

| ra 人 0 | SERIA #7), 


” 设 酌 数 ?C5 在 可 求 长 曲线 7 上 连续 ， 证 明 : 数 《 柯 西 型 积分 》 
PLY ar 
他 55) = - 二 EF dr 


并 闵 包含 7 上 的 点 的 任意 区 域内 是 解 折 的 ， 并 且 


各 tmnts)》 = -一 2 | er 风 ， = 1s2s Sy 


19， 设 函数 ftz) 在 说 |zi 一 六 内 解析 ， 帮 且 .L7FaS 季 70 =0 证 
其 : 


191 省 1al， 


其 中 等 号 权 当 f(z) = 4 eisz (a 为 实数 ) 时 才 成 立 。 


20. 尘 非常 数 贸 数 (2} 丰 区域 仿 岩 解析， 在 闭 区 域 2 上 连 近 日 天 00， 于 
| | 在 多 上 鸭 最 小 值 必 出 屠 在 3 的 边界 上 。 

。 设 函 翘 4 在 国 区 域 多 上 是 实 值 的 、 排 常 值 的 连续 函数 ， 它 备 村 内 
是 沽 和 的 ， 证 明 ，#(X*,J) 在 这 多 上 的 最 大 值 必 出 现在 3 的 边界 上 。 这 就 是 调 
和 了 嫩 头 的 最 大 模 原 理 。 

23。 设 函数 2X 4 如 习题 21 所 述 ， 证 明 攻 孙 获 的 最 小 估 发 生 在 区 域 的 
这 扶 上 。 这 就 是 调和 函数 的 最 小 模 原 理 。 * 

23。 设 国 数 (2) 在 辕 1z| 二 中 内 解析， 在 闭 回 [a1< 尼 上 连续 ， 共 耳 在 
1z[ = 关上 ， 大 2) 天 0， 乒 2 在 画 |z| 过 尼 内 的 零点 是 让 yd35 ryGn (入 设 就 算 坟 
个 ) ， 证 卜 在 图 |z|< 扫 吕 内 有 
lo2!1 f(z) = -有 Blog icy 


Rei?+2 
+ | ]og FRRee Re Ke -se ) ap. 


特别 站， 车 (0)0， 册 
logl fo)! = — Rlog (二 7) + log|f (Re™) [dy. (2-49) 


芝 z= 昌 是 ft28} 的 财 级 零点 ， 刚 


Fim DY ， 
iog [fF™ C0) | ;snlogR 
og| ml #1OE 
FF 一 RR 如 
log (EE) + 二- 人 logJ f (Rew) 1 de, {2-41) 


公式 人 2-40)] 和 (2-41) 被 种 为 畦 全 (Jensen}) 公式 。 若 记 v(x) 是 在 {2 1 内 
的 零点 的 个 数 。, Fir = Sup LFCz)， 则 若 . 产 的 天 0， 我 们 有 


| qxr<log [fls 一 loglACOo) 《2-42》 
由 


由 


其 中 gs 是 了 (C2) 的 等 点 ，0 了 0。(2_42) 式 被 称 为 哮 生 不 车 式 。 
了 


《提示 ， 考 虑 Fa = 了 (9 丰茂 江 ， 则 F(z) 是 1a1<< 内 的 解析 函 
一 x 


下 
数 ，F(z) 交 9。 并且 注意 到 当 1z| = 是 时 ，| -二 ||- 1.) 


24。(1)》 半径 为 5 的 圆柱 表 而 温度 如 下 图 3.13 所 示 。 证 蝶 ， 圆 柱 内 部 的 和 营 
证 进度 世人 7 及 击 下 式 给 出 


-2 
《2) 证 明 上 还 公式 满足 下 述 边 界 条 件 ， 


| 100， D8, 


lim Ur,s) 一 
FF-=$ 已， TT 


五 一 mm < < 


里 2.13 


25，。 设 还 数 f(z) = UC 人 +iV ,四 在 图 | 汉 | 之 及 的 无界 闭 区 域 |w| 完 访 
上 是 和 解 析 的 ， 并 昌 | 了 GD) | 磅 村 之 wo， 利用 二 连 区 域 的 柯 商 积分 公式 和 柯 西 积分 
定型 ， 证 明 ， 对 萎 何 点 过 = fois 重 r 廊 民 ， 成 让 


= 人- 和 
vco,0= 去 小， Ritrr: ~ 2Rrcosty— 0 UR, dp, 


人 和 


w- 平 面 
图 2.1t 


$ 2 ”用 级 数 表示 解析 函数 


2.1 蓝 汞 斯 特 拉 斯 定理 


在 这 一 节 中 将 讨论 一 些 以 后 很 重要 的 、 有 关 解 机 函数 的 序 剂 与 角 
数 的 一 致 收 敏 人 性 、 王 项 求 积 分 和 和 逐 项 求 微分 的 问题 。 

设 f(z), 了 (2), 了 2(z),… 是 区 域 @ 内 (或 网 线 C 上 》 的 一 个 函数 
序列 ， 如 有 末 对 于 任何 汪 0， 总 存在 一 个 只 与 & 有 关 艇 自然数 NN， 使 得 
当 R>N 暑 ， 对 人 区域 密 内 (或 曲线 CC 上) 的 一 招 点 #*， 不 等 式 

| 有 一 2] < (2-43) 
都 成 立 ， 那 么 称 这 个 莫 数 列 { 访 (z 让 在 区 域 镶 内 〈 或 曲线 习 上 ) 一 致 收 
诅 于 耳 数 f(z)。 

我 们 先 证 明 琴 个 定理 ， 它 们 与 数学 分 析 中 的 有 关 结 困 相 类 似 。 

定理 1 设 天 (2 了 (02), (7) 人 (2z)， 是 区 域 多 {或 曲线 CC) 
上 的 连续 禾 数 序列 ， 车 它们 在 区 域 客 (或 曲线 CY) 上 一致 收 仇 于 函数 
1(z)， 则 fz} 也 是 个 连续 是 数 。 

证 明 设 2z 是 区 域 多 (或 曲线 C) 的 任意 一 个 内 点 ， 对 任意 给 定 


s 81 # 


的 之 0， 由 于 {js(z)} 一 臻 收 合 于 1(z)， 因 此 ， 存 在 自 然 数 NN， 当 
n> 时 ， 对 区 域 钞 (或 曲线 C) 于 一 切 z。， 成 立 
[ft2) 一 拓 2 | er3. ‘(2-44) 
由 于 jC2) 是 连续 的 ， 则 存在 正 数 8， 使 得 对 区 域 多 内 {或 曲线 局 上 ) 
满足 不 等 式 x 一 |<<9 的 感 * 来 说 ， 成 立 
[ft2) — for Ef, : (2—45} 
对 这 样 的 ?和 那个 n， 由 不 等 式 (2-44) 和 (2-45)， 我 们 便 有 
le2) — (2071 
HY fr 二 | 加 (2 f(z) | 二 nC20) —f(20) | 
<E/3te/3+e/3=e, 
这 说 明了 (2) 是 连续 的 。 
定理 2 若 连 续 范 数 序列 了 Cz), 了 (2) ,了 027), Jn(2), 在 基线 CC 
上 一 致 下 化 于 函数 xz)， 那 公 


lim| faz = | fC)dz, (2-46) 


其 中 心 是 可 求 长 的 曲线 。 
证 明 ”对 于 尾 意 给 定 的 e>0， 由 于 {jf} 一致 收 敦 于 12),: 则 存 
在 自然 数 久 ， 合 得当 n>N 时 ， 对 C 上 一 切 点 +， 有 
| —Jtz) | < 
其 中 了 是 曲 织 习 的 长 度 。 对 于 这 样 的 六 。， 我 们 有 


|| Crdz—1(z)dz|=|| {fn(2) 一 其 3) dx << 卫 江 一 
万 如 
这 说 明 关系 式 (2-46) 是 成 立 的 。 : 
现在 我 们 讨论 函数 项 级 数 的 一 致 收 合 性 。 如 果 孙 数 项 级 数 
> f(z) 的 部 分 和 序列 Sotz) 一 而 (2Z) St%) — f(z) f(z), “eg SCZ) 一 


#02) 二 JC2) 十 … 十 扣 (2)，… 在 区 域 多 (曲线 C》 上 一 致 收 伺 于 函数 
¥#(z)， 湖 对 于 任意 给 定 的 2 半 0， 存 在 一 个 自 热 数 N, 使 得 当 mz>w 时 ， 
不 等 式 


. f(z) — Sn C2)} < (2-—47) 
关 


在 2 (或 C) 上 成 立 ， 四 在 区 域 络 〈 或 晶 线 C》 上 一 致 收 
化 于 函数 f(z)。 
若 己 户 (2) 在 @ (或 C) 上 一 歌 收敛 于 f(z)， 接 定义 ， 对 任意 给 


定 的 汤 0， 在 在 正 整 数 必 ， 使 得 当 n 守 N 时 ， 
[Sa,(2) —f C2) | <ef2, 
{Ssp(2) —f(z) ef2 (p>1) 

在 多 (或 C) 上 成 立 ， 因 此 ， 当 HPN，pZT 时 、 
[SupC2) —SuCz){ <e 2483 


泪 弥 (或 上 上 成 立 。 反 之 ， 若 (2-48) 式 成 立 ， 那么 旺 然 级 数 时 f(z) 


在 客 (或 C) 上 收 人 证， 记 其 各 次数 为 fC2), 现在 令 bp 一 十 oo， 得 到 当 
nN 时 ， 
GD- Ss, <e 


在 多 (或 0 上 成 立 。 所 以 级 数 书 f(7 在 区 或 人 (过 曲 线 0 上 一 


致 收 伍 于 函数 jz)。 

因此 ， 级 数 瑟 fr(z) 在 区 域 @ (起 关 线 - c) 上 一 歌 收 化 的 充分 必 
要 条 性 是 ， 对 于 任意 给 定 的 e>>0， 存 在 月 然 数 N。 使 得 当 WN， 
p 之 1 时 ， 

fn tz) + frstT) te 二 frrpt2) |<s 2-49) 

在 本 (或 C》y 上 成 立 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weistrass)NM- 判 别 法 阁 王 数 序 列 {f.(2)} tn 二 0， 
1,2,…) 在 点 集 .好 于 和 上 有 定义 、 并 县 [fnt2) [Mt 二 0,1,2,")， 


而 焉 顶级 数 习 Ms 收 人 务 ， 则 级 数 习 加 (2) 在 sf 上 一 致 收 俩 。 


证 明 由于 对 冯 中 一 甸 点 2 有 
[frets) 十 证 "十 fn pe) ] 
Mr FF Mrs: “+ Mpsps 


以 及 如 Ma 上 收 敏 ， 所 以 对 于 任意 纵 定 的 8 这 0， 存在 自然 数 计 ， 局 得 


:Re 


当 n2N，P 之 1 有 时， 在 .好 上 成 立 着 
[forit2) 二 … "二 furpt2)! 
MrT Mr + Matrp ee, 


由 上 六 一 致 收敛 的 充 要 条 件 ， 避 fr(z) 在 上 一 致 收 化 。 


由 定理 1 和 定理 2 即 得 下 列 定 理 。 
定理 3 车 通 数 f(z)(n 一 0,1,2,…') 在 区 域 甸 (或 曲线 CY 上 


疗 ( 址 局 ) 上 连续 。 
定理 4 车 函数 JCz} Cn 一 0,1,2,…) 在 可 求 长 曲线 CC 上 连续 ， 级 


数 忆 fa(2) 在 C 上 一 致 收 敏 于 函数 f(z)， 则 
| rpaz= SB {fc (2-50) 


《3250) 式 表明 对 jntz) 在 C 上 可 以 过 项 积分 。 


定理 5 〈 靳 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 鲤 是 以 可 求 长 曲线 CC 为 其 边界 
的 单 连 通 区 域 ， 函数 js(z) (mn 一 0, 1 2,…) 在 区 域 多 内 解析 且 在 闭 区 域 


瑟 上 连续 ， 如 果 级 数 马刀 (2) 在 C 上 一 致 收敛 于 函数 f(z)， 那 么 
(1)》 这 级 数 在 @ 的 任何 一 个 有 界 闭 区 域 G 上 一 致 收敛 ， 其 和 函数 
7(z) 一 习 太 (2) 在 多 内 解析 3 
(2) 由 它们 的 阶 导数 记 组 成 的 级 数 忆 j9(z) 在 多 的 任何 一 个 有 
界 闭 区 域 蕊 上 一 致 收敛 于 其 和 画 数 1(z) 的 k 阶 导数 ,其 中 ==1,2,…。 
证 明 由 于 部 志 (Y) 在 C 上 一 至 收 伍 于 了 (z)， 所 以 1(z) 是 C 上 的 


连续 函数 ， 并 且 对 于 尾 给 的 e>0， 存 在 自然 数 MW， 司 得 当 zN 时， 
对 于 习 上 所 有 的 点 上 成立 荐 
| 75) — Sn(e) | ee, 


其 中 Su(6) 一 习 fa(6)。 由 于 GCCG， 设 4 表示 巨 与 C 间 的 距离 ， 则 


知 站 和 二 


4>0。 于 是 ， 当 xE 右 ， n>N 时 ， 不 等 式 
fe) . Sa) - 二 

(人 |<e/e i 
对 所 有 的 zf 必 ， EC 成立 ， 其 中 大 一 0 1 2 pw。 由 于 如 是 可 求 长 的 ， 
. 设 其 长度 为 1， 于 是 ， 当 mzN 时 ， 不 等 式 、 
2 fyde Kl 忆 | faktc)de 
27i Jo (bP! 2Ti we (一 2 
对 所 有 的 zEG 成 立 。 册 于 的 任意 性 ， 则 级 数 

-2 RS I) . 《2-51》 


Wo 27i Je 《一 ZI 
在 如 上 一 致 收 伍 于 函数 
T rs : (2-52) 
其 中 ， 我 们 对 (2-51) 式 左 端 中 前 每 一 项 都 使 用 了 柯 西 公式 或 者 各 阶 导 
数 公式 。 特 别 , 当 k 一 0 时 ， 级 数 加 (z) 在 人 上 一 致 收敛 于 其 和 函数 
1tz)}， 并 且 在 上 成 立 着 


1 {fde 
jm nT) ee (2-53) 


{2-53) 式 表明 函数 了 (2?) 可 以 由 在 曲线 C 上 的 连续 函数 1(&》 用 柯 西 公 
式 来 表示 ， 所 以 f(z) 在 区 域 多 内 和 解析。 于 是 根据 各 稚 导数 公式 、 便 得 
| k! | f(t)ade =f 人 Hz), 


27i J re (e 一 2 1 


”把 它 代入 (2-52) 式 ， 便 得 到 定理 的 第 二 部 分 的 结论 。 


2.2 素 盘 级 数 与 晕 朗 级 娄 


在 第 一 章 的 $3 中 ， 我 们 证 明了 任意 一 个 收 敏 半径 为 正 数 的 短 级 
数 ， 其 和 函数 在 其 收 敏 圆 内 是 解析 的， 下 面 我 们 证 明 其 送 定理 亦 真 。 

定理 6 车 画 数 fz) 在 圆 C;1z 一 a| <R 内 是 解析 的 ， 则 f(z) 在 人 C 
内 可 以 展开 成 乔 级 


elk 
< C+ ! 


和 


f= Da —a)" a (2-54» 


其 中 ，a, 一 了 V9)/n1， 并 且 这 个 级 数 的 收 仑 半径 宇 R。 
状 级 数 (2-54) 称 为 72) 在 点 x 二 a 的 素 勒 (Taylor) 级 数 。 
证 明 设 z 是 较 上 内 任意 一 点 ， 必 图 周 Y:12 一 9[ 一 r<R， 使 得 芝 
位 于 ?的 内 部 。 击 柯 西 公式 ， 有 
_ 1 fede 
1(2) = ET 《2—55» 


为 了 得 到 jz) 的 震级 数 展 开 式 ， 我 们 将 zz 《〈 称 为 柯 西 核 ) 展 成 
几何 级 数 。 注 意 到 


1 1 1. LT 
fz (Fa —{z—a) 一 各 a 


且 由 于 | 于?| = 1z--elr<1， 和 用 苑 知 的 几何 级 数 ， 则 有 
1 ey 
1_.2—2 A Es) ” 
£—aa 


于 是 


但 是 ， 出 于 1z 一 Ga| 过 r，1# 一 0|=r， 所 以 


[fe) | |z—al” < 地 (上 
| —a)**!| Tr -rr 9 


其 中 ,于 一 maxf|f(E)1 :全 一 中 一 中。 由于 1z 一 中 <1T， 所 以 根据 魏 尔 
斯 特 拉 斯 M- 判 别 法 ， 忆 J(6) (2 一 0)"/(E 一 0)"* 关 于 5 在 ?上 一 致 收 
敏 于 1(E)/(E 一 z)。 由 名 .1 中 的 定理 4， 得 到 
fo 一 a) dt 
设 
. 86 。 


中 Ed 
2ni J (Eatl 
根据 各 阶 导数 公式 ， 则 04 一 fm (a) /rn1， 这 说 明 on 与 和 ?都 元 类。 
所 以 对 于 lz 一 a] < 之 R， 有 
f(z) = PA 


因为 r 是 任意 选取 的 ，r< 之 RR， 故 (2-54) 式 在 |z 一 0| <R 内 成 立 。 这 就 
给 出 ，(2-54) 的 收 全 举 径 一 定 不 小 于 RR。 

推论 1 车 函数 02) 在 区 域 多 内 解析 ，aE€ 多 , 则 在 |2 一 4&|<RR 内 ， 
f(z) = Dalz—a)", 其 中 玉 =d(g,6@)， 见 9 到 名 的 边界 3@ 的 距 


离 。 

上 述 推 论 和 第 一 章 $3 中 的 定理 2 给 出 了 解析 通 数 的 另 一 个 特征 ， 
即 在 其 解析 的 区 球 内 的 每 一 点 ， 函 数 能 展 成 医 级 数 。 

推论 2 者 Xz) 在 区 域 多 内 解析 , eaE 名， 则 著 =f a) fn 
我 们 有 不 等 式 


{2—-56) 


esl <M/R", (2-57) 
其 中 人 =max{ 11(z) 1 :2EB}，R=d(a, 60 )。 
不 等 式 (2-57) 称 为 科 西 不 短 式 。 
这 是 公式 (2-56) 的 直接 推论 。 
定理 ?了 若 阔 数 1(z) 在 圆 环 况 ， ja] <RO<r RAT 0) 内 
解析 ， 则 
1(2) = oo(2 一 0 (2-58) 


其 中 


1 Je)dE R _ 
0 一 i , ,a (P<R), (2-59) 


六 且 这 个 展开 式 是 唯一 的 ， 称 它 为 劳 有 《Laurent) 展 式 ， 称 《2-58) 式 
右 端的 级 数 为 劳 朗 级 数 。 
证 明 设 :* 症 绍 内 尾 何 点 ， 在 窜 内 取 丙 个 圆周 
yi: |2—a| 一 Fi Ya: [x2—a|=ri(r ri rs RY, 


» BF * 


使 得 z 在 国 环 r, 过 |z 一 a| <r; 内 【图 2.15》 作 一 皋 线 连接 六 和 六 ， 
利用 两 公 式 。 即 得 


Ta 
#2) 了 Ey 


1 f(z)ds 


PARi J v， &—7 


(22-60) 
当世 Ey 时， 上 于 (2|= ! < 


图 3.15 所 以 | 
1 _ 1 _ (a) _ 

-一 区 国 _ 了 一 如 之 (A— dti ? (2-612 
， Ce—al1 F 一 6 ， 


并 县 人 2-61) 式 右 端 的 级 数 在 和信 于 一 致 政策 ; 由 于 |7(5) | 在 7Y: 上 有 界 ， 
因而 级 数 于 1 (2 一 上 (6 一 y+! 关于 5 在 Y: 上 一 致 收 施 于 函数 
光一 Za 因此 ， 则 这 一 党 §2, 1 中 的 定理 4， 得 到 


AD 一 5 -Bre (9-62) 
其 中 | 
gxi Wk er (n=0,1,2, 0 3》 
当 5Ey 时 ， 由 于 | 和 -Te 有 <b 万 区 
264) 


Ez 《2 一 CE 到 人 


并 且 (2-64) 式 有 端的 级 数 关 于 5 在 7 上 一 禾 收 敏 。 由 于 11(5)| 在 放 
土 有 界 ， 因 而 ， 级 数 避 H(E)CE 一 "m1/(z 一 a)* 关 于 在 PV 上 一 致 收 
敏 于 范 数 1(5)/(5 一 z)。 因 此 ， 我 们 有 


-1h GE Sa sa), 
hi , ED .65) 


:| 


其 中 a_ 一 


寺中， 7 一 oo-ade。 (2-66) 


| 
招 (2_82) 式 和 (2_65) 式 代入 (3_60) 趟 则 得 到 ” 
fa) = FF(2) = DB oz—a)", 
设 7? 之 p<<r,， 由 于 测 数 了 /一 oR 一 0, 土 1, 土 2, …) 在 图 


环 久 内 解析 ， 利 用 柯 西 定理 ， 则 
多 OS =p OS -$f - LO 地 


ry (C—O 《一 电工 《一 0 
其 中 7 是 回 周 |z~8| 二 p。 可 见 ，(2-68) 式 和 ee oh 的 
分 与 ,PP 和 Ts 等 无 关 ， 它 们 蚌 些 常数 。 
出 大 级 数 移 性 质 可 知 ， 级 数 马 on(Z—0)” 在 任何 搞 图 jz-al< 
ri <R) 上 是 一 致 收 敏 的 ， 负 昌 数 项 级 数 习 ao-a(z 一 一 a)"* 在 任何 闭 图 


环 十 oo 六 jz 一 a| mi( 人 > 门 上 是 一 孩 收 化 的。 
现在 证 明 叭 一 性 。 设 ftz) 在 内 还 可 以 展开 成 另 一 个 劳 朗 级 娄 


f(2) = 位 batz 二 o)* (r<lr—al<R), C67) 


其 中 级 数 忆 br(z 一 0)* 在 加 1 一 ol < 中 内 收 化 ， 级 数 忆 b-x(z 一 4) 在 
回环 <<1z 一 0] 之 二 co 内 收 化 由 守 级 数 的 性 质 ，(2-67) 式 有 端的 劳 
戎 级 数 在 圆周 7: |z 一 a 二 p (rr<p<R) 上 一 教 收 合 于 f(x)， 因 而 ， 用 
(z 一 0)-”m! 活 (2-67) 式 的 右 端 所 得 到 的 劳 朗 级 数 在 ?上 一 致 收敛 于 
f5I70z 一 0 。 因 此 ， 利 用 这 一 章 82。1 中 的 定理 4， 我 们 有 
fd ~ 马 bo (2— a" -mlde .271ib,, 


+ (7—a)™m+] 
知 为 gni, = —i, 
和 cc dz to m1 
于 是 =_1. fd - . 
bn grip, rar on (m70, Fl, 2,.%), 
从 而 定理 得 证 。 


» 89 . 


我 们 称 级 煞 局 ov(z 一 o)* 为 劳 阅 级 数 (3-58) 的 解 新 部 分 ， 称 负 指 


数 项 级 数 也-a(z 一 4) 为 劳 朗 级 数 (2-58) 的 主要 部 分 或 奇异 部 分 。 
利用 定理 6， 我们 就 能 把 解析 函数 展开 成 关于 某 一 个 解析 点 的 泰 
勒 级 数 。 例 如 log(1 十 z》 【一 <atg(1 二 2)<T) 关 于 2z=0 的 泰勒 级 数 
为 
2 2 芷 一 2 时 时 二 
log(tl+) ee +t +"+ (1) nt 《1 和 <， 
‘(2-68 
函数 (1 十 2) “一 e1080+ (log1 二 0) 关 于 %=0 的 泰勒 级 数 为 
(1+2)°=1+art Csr Cs. + Cr+ (1z¢|<1), 《2-69》 
其 中 Cr=ate 一 10(8 一 29:(a 一 hn 十 ]) /nl 


有 时 ， 不 须 经 过 公式 0 一 J" 0)/n1 去 计算 系数 ， 可 以 利用 二， 


e=， sinz 和 oosz 等 函数 的 宕 级 数 展开 式 。 例如 求 1(?) 一 /GD 
2) 在 1z| 过 1 内 关 才 点 9 一 0 的 罕 级 数 展开 式 。 


光 数 f(z) 可 以 分 解 为 两 个 最 简 分 式 之 和 : 
1 _1 1 
{2—1)(z— 2) .2—2 31 
因为 
1 _ .1.1 
2 一 2 2 ， 2z” 
1- > 
曾孙 数 。 1 
. 1 Zz 
2 


儿 一 入 2 22 pb Dl 
同样 -2 三 1 十 2 十 总 十 "十 23 十 
因此 ， 把 上 述 两 个 级 数 相 加， 就 得 


_ 1 
全 
+ 下 (1 一 吉 ) 寺 “+1 一 z+ 
这 就 是 我 们 所 要求 的 宕 级 数 ， 
利用 劳 朗 级 数 系数 的 一 般 公 式 (2-59) 去 求 劳 庚 级 数 ， 遂 常 计算 起 
来 是 不 便利 的 。 在 某 些 情况 中 可 以 采用 较 简 单 的 方法 。 
要 将 有 理 画 数 展开 成 劳 朗 级 数 ， 只 需 将 有 理 真 分 式 玫 示 成 最 简 分 


式 之 和 。 形 如 -的 最 简 分 式 可 展开 成 几何 级 数 ， 而 形 如 1/Cz 一 a)* 


人 k 是 大 于 1 的 整数 ) 的 分 式 展 开 成 的 级 数 可 由 1/Cz 一 0》 的 几何 级 数 
微分 (K 一 1) 次 得 济 。 妥 证 住 ， 一 切 有 理 真 分 式 都 可 以 袁 示 为 形 如 Aj 
(2 一 DD)* 的 分 式 之 和 ， 这 里 4 和 4 是 复数 。 

在 将 无 理 离 数 及 超越 苹 数 展开 成 劳 朗 级 数 时 ， 常 常 可 以 利用 滔 数 
<*，sinz，cosz，l0g(1 十 *) 的 泰勒 级 数 展 开 式 、 二 项 级 数 展开 式 ， 以 
及 另外 一 些 跑 知 竟 展开 式 。 

例 2-8 求 函数 (2) 一 (2: 一 2z 寺 5)/L(z 一 2) (名 十 1)] 分 下 在 工 < 
Iz| 过 2 与 2 过 |z| 之 十 尼 的 劳 彰 展开 式 ， 

解 好 一 2 十 5 i 2 


一 sf(z 一 
(7) 豆包 2 


» I] * 


{1<|?|<2), 


10) 一 一 部 2 加 (1)" -大 


当 2<<1#|< 之 十 oo 时 | 
1. 1 2 1 
fl2) = 
2 条 1 
1 一 1 十 过 
和 Dt ed 长 一 工 ) 间 
一 名 2 十 2 in Ed 
所 以 Fj(%) = 2 ome", 
其 中 -人 班 一 2 十 1 
. Gm= 
2 2(— 1Y,- 1 二 on 
例 2-9 求 在 点 z=1 的 邻 域 将 函 数 sn 户 记 劳 阴 级 数 。 
解 我们 有 7 
1 
sin Tsink1+ 3 ;1)=sinleos + ieos1 sin 1 1 
由 于 z z 
， 加 外 站 十。 《-- 1 + + 
tin 主打 生 5 CD nn 
= _ 各 2 申 香 中 — +t 入 
Sos 1 TT srt 二 (一 1» Cn s 
我 们 便 得 
cosl sinl .cosi ，. 
sn i+ —1 2 一 3 一 TT 
1 sin 1 四 CD5 了 
二 (一 mt NT 
二 ' 


2.8 零点 与 奇 点 
车 函数 了 7) 在 区 域 多 内 解析 , 我 们 已 经 看 到 , 在 多 内 任何 一 点 2 一 


| 


a， 它 能 展开 成 关于 点 4 的 素 对 级 数 
f(z)— Paz —a)", 


车 而 二 = 二 一 0w-1 二 人 Um 到 人 则 在 泰勒 展开 式 中 其 首 项 是 
an 人 z 一 9)m， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 称 兴 妇 在 点 z=a 有 王 阶 零点 。 

如 果 函 数 j(z}) 在 点 z= 不 是 解析 的 ， 则 称 2=a 是 f(z) 的 次 点 。 
叉车 了 (z) 在 森 一 个 国 环 0 之 1z 一 al <p 内 是 解析 的 ， 则 称 z=a 是 了 (2》 
的 孤立 森 点 。 四 

如 果 范 数 jf(z) 在 区 域 多 内 除去 点 ?二 4 之 外 是 解析 的 ， 那 么 ， 我 
们 能 在 多 内 作 两 个 以 a 为 中 心 的 同心 贺 ， 较 小 图 的 半径 p1 可 以 任意 
地 小 ， 较 大 圆 的 半径 p; 只 要 小 于 6 一 d(a, 3) 都 可 以 了 。 在 贺 环 0<< 
pi<1z 一 al<pi( 天 的 中 ， 天 2 有 下 述 形式 的 劳 妆 展开 式 ， 


1(z 一 六 on(z 一 0)" 二 bn 《2-707 


若 bm 关 0， 但 bs; 一 bw 一 ‘=, 在 这 种 情况 下 ， f(D 在 ?二 4 的 主 
要 部 分 由 有 限 多 项 所 组 成 ， 


我 们 称奇 点 z=a 为 Ka) 的 四 阶 极点 ， 称 系数 b: 为 1(x) 在 极 虑 z 一 人 
的 留 效 ， 它 可 能 是 零 。 车 ?二 4 蚌 一 阶 航 点 ， 则 b=lim{(z 0)f(z)}, 


如 果 负 一 如 一 光一 0 蓝 称 z= 上 为 并 2 的 可 去 奇 点 。 

加 时 f(z) 的 主要 部 分 是 无 筋 豚 数 ， 则 区 %=a 2 为 fz) 的 本 性 王立 
奇 点 。 
定理 8 若 #=0 是 (2) 的 呈 阶 等 点 ， 则 ze 是 f(z) 的 孤立 党 
点 ， 即 存在 z=# 前 一 个 邻 域 ， 在 这 个 邻 城中 除 4 之 外 ， f(z) 再 没 
有 其 它 零 虐 。 

证 明 . 显 热 ， 我 们 能 把 fa 写成 fz} = 2— 0 "gp (2), 其 中 (2 
在 1z 一 al <p 内 是 解析 的 ， 并且 PF(9) 竹 0， 因 为 POD=ano 记 9(2)= 
2c， 那 么 由 于 P(x) 十 连续 的 ， 则 存在 一 个 区 域 |z 一 a < 使 得 在 此 
区 域 中 19p(z) 一 p00)1 < 之 1el。 因 此 ， 当 |z 一 a1 <91 时 

s 和 a 
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斯 以 (在 lz 一 0| 过 8 中 不 为 零 。 

定理 3 { 玲 一 性 定理 〉 如 末 函 数 廊 (2) 与 1.(z) 在 区 域 多 内 都 是 
解析 的 ， 并 县 在 向 区 域 多 的 一 个 内 点 4 收 伍 的 点 列 史 上 ， 这 两 个 函 
| 数 的 慎 相 等 ， 那 么 在 区 域 久 内 (2) 三 J.(2)。 

证 明 ”考虑 函数 72) 二 了 1(2) 一 f(z)， 这 画 数 在 区 域 多 内 是 解 
析 的 ， 并 且 那 些 点 a 都 是 它 鬼 零点。 由 此 可 见 ，f(z》 必 定 在 点 4 的 
某 一 个 邻 域内 恒 等 于 零 ， 因 为 Ka) 一 0， 而 5 不 是 大 *) 的 孤立 零 点 。 
但 这 时 (2) 在 点 4 邻 域内 的 厅 勒 级 数 竟 记 有 系数 必 都 为 零 ， 因 此 了 x} 
在 以 为 忠心、 以 上 到 多 的 边界 的 距离 为 半径 的 图 内 恒 等 于 零 。 

设 了 是 区 域 多 内 的 任意 一 点 ,用 在 多 内 的 连续 曲线 7 连接 < 与 p 
设 6 是 XY》 上 的 点 到 包 的 边界 的 最 短 距 离 。 在 7 上 取 点 0 二 0, ?iy 


围 2.16 


z, 二 Pp， 使 得 相 邻 两 点 同 的 距离 <p<d， 以 这 2+1 个 点 为 中 心 ， 以 户 
为 半径 作 圆 Co,Ci … co， 显然 这 些 圆 都 位 于 您 肉 ， 并 且 后 一 个 图 心 
必 在 前 一 个 圆 内 《图 2.16》。 

我 们 已 经 证 明 在 男 如 内 f(z) 二 0， 因 为 2; 在 CC 内， 因而 在 z 的 
某 个 充分 小 的 都 域 崔 jz) = 二 0， 因 此 ，f(3) 在 点 z; 的 素 勒 级 数 的 所 有 
系数 都 为 零 ， 训 在 ]z 一 | 过 dH 内 因而 在 Ci 内 (2) 二 0。 国 点 各 在 Cs 
肉 ， 所 以 在 Cs 内 1 和 三 0 如 此 继续 下 去 ， 最 后 得 fp) = 0 
但是 ，p 是 吏 内 的 任意 一 点 ， 故 了 在 够 内 和 恒 等 于 零 ， 妈 在 多 内 f1(2) 尘 


让 四 条 时 


记 (zy。 和 定理 证 毕 。 
唯一 性 定理 表明 ， 在 区 域 久 内 解析 且 不 恒 为 堆 的 本 数 不 可 能 在 收 
剑 到 密 内 基 一 个 点 的 感 列 上 为 等 ， 也 个 可 能 在 属于 多 的 曲线 或 子 域 上 
为 上 寺 。 但 基 ， 西数 的 零 成 可 以 有 属于 多 的 边界 点 的 极限 点 。 
”下 面 我 们 来 讨论 三 种 狐 立 奇 点 的 性 质 。 
定理 10 点 5 是 X2) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 Jim 1(7) 存 在 极限 


( 太 斤 的 ) 。 

证 明 车 a 是 (x) 的 可 去 奇 点 ， 据 定义 ， 则 在 0 所 1z 一 a|<ps 
肉 ， 有 有 

f= 2 (2a, 
显然 lim f(z) 一。 反之 ， 若 lim f(z) 存 在 ， 则 存在 6>0 和 正 数 M， 
使 得 当 0<<|z 一 a|<<d<ps 时 。|f(z)| 专 M。 由 (2-66) 式 得 刘 
[bx| = 2) ,0d 
< LMpri2rp= Mn (8 一 1 2 …)。 
2 


令 P-*0， 得 到 加 =0 (x4 二 1,2,…)， 故 z=9 是 了 的 可 去 奇 虑 。 
值得 注意 的 ， 从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 要 使 点 z=a 是 1(2) 的 可 
去 奇 点 ， 只 要 求 f(z) 在 孤立 奇 点 "的 邻 域 内 有 界 。 实 际 上 ， 我 们 证 明 
了 下 述 定理 。 
定理 10 点 ao 是 世 z) 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 是 f(z) 在 孤立 霖 点 
的 邻 域内 有 兽 。 
定理 11 点 4 是 f(z) 的 一 个 极点 ， 妈 fz) 在 点 4 的 劳 衣 级 数 
《2-70) 中 的 主要 部 分 只 含有 有 限 多 项 


1(z) = 十 二 oz 一 9” bn m>1l 


pb, 
(¥— Ao)™ 
"2771) 
的 充 要 条 件 起 lim f(z) = 一 
证 明 知 z=a 是 72) 的 某 一 中 阶 极 吉 ， 即 (2-70) 式 成 立 ， 删 
二 5 * 


FD)= (2a) bt ba (zs—a) te 1b (za) "rt 
+ 时 orz 一 a)*+m}, 
并 县 由于 bs0， 我 们 能 把 f(2) 写 成 1) 二 (2 一 a "pz), 其 中 (2) 


在 z=a 药 某 个 邻 域 中 解析 ， 上 oa) 一 Bo 关 0。 四 此， 如 定理 8 中 记 证 明 
的 ， 存 在 点 a 的 一 个 邻 域 jz 一 a1<9 ， 使 得 在 这 不 邻 城中 | 由 21> 


去 [pas|， 直 此 即 得 
Heo1> 寺 fbn11z 一 oa。 


上 袁 当 了 时，| 六 2 一 十 cc， Bp lim 1(4) = 00。 
反之 ， 若 Himf(2)~=%%， 则 函数 gtz) 二 1/1《2?) 在 z= 2 处 有 一 个 零 


点 ， 比如 基 某 个 mm 级 零点 。 于 是 ， 在 :一 的 一 个 邻 城 岗 ， 它 可 以 表 
示 成 56z2) 一 人 z 一 9)"g(z)， 其 中 中 (z) 在 那个 邻 域内 是 解析 的 ， 并 县 
to) 天 0。 这 样 ， 在 这 个 邻 域 内 ， 有 


| ,1 . 
1(2) ra BEY {2-72) 


但 是 ， 函 数 1/p(z) 在 点 a 的 菜 个 信 域 内 解 榜 ， 因此 ,在 郑 个 邻 域内 
可 以 展开 成 来 革 级 数 ，。， ”i 


一 一 pm 十 petkt3 一 0 十 +b 一 gm 


T6020 — on 
其 中 如 一 1/9(a) 针 0。 把 它 代 入 f(r) 的 天 示 式 (2-72)， 便 得 到 (2-71) 


式 。 定 更 评 毕 。 
定 于 12 点 0 是 1(2) 的 本 性 扳 立 奇 点 的 充 要 条 性 是 lim f(z) 不 


存在 。 

证 明 ”由 定理 10 和 定理 11 可 立即 证 得 这 定理 。 

例如 ，f(2) 二 ev，z 二 0 是 KZz) 的 本 性 奇 点 ， 因 为 
lim t=- oo, lim 4 一作， 


| Fe" 


a 人 二 


本 不 有 在 1 在 上 的 名 有 


1 1 


i re (天 0)。 


212: 


在 将 函数 作 素 勤 展 开 时 ， 要 注意 级 数 的 收 敏 区 域 。 若 画 数 于 2 
在 复 平面 多 上 中 去 有 限 多 个 孤立 奇 点 天 1 Vas **' Tr … 之 外 是 解 本 的 ， 


_ 则 在 任何 指定 的 点 za 我 们 能 将 1(z) 展 开 成 泰勒 级 数 总 ao(z 一 0)"， 


并 且 这 个 级 数 的 收敛 半径 p 将 是 z=a 到 f(z) 的 最 近 奇 点 的 距离 ， 因 
为 1(2) 罕 |z 一 | <p 内 显然 是 解析 的 ， 它 不 可 能 在 以 4 为 中 心 ， 超 过 
p 为 半径 的 加 内 解析 。 

上 而 我 们 讨论 了 有 限 孤 立 知 点 的 分 类 以 及 各 自 的 充 要 条 件 ， 现 在 
我 们 来 讨论 函数 在 无 穷 远 点 邻 域内 的 性 质 。 

车 函数 f(z) 在 区 域 多 ;R< |z| 之 oo(R>0) 内 解析 ， 则 称 :二 oo 为 
1(z) 的 一 个 孤立 奇 点 。 上 面 记 规定 的 奇 点 的 定义 ， 可 以 不 加 任何 改变 
地 推广 到 这 种 函 教 上 来 ， 我 们 按照 极限 lim f(z) 是 有 限 的 、 无 限 的 、 


或 根本 不 存在 的 ， 而 说 ?一 oo 是 1(2) 的 可 去 奇 反 、 极点 、 或 本 性 河 
版 。 
但 是 ， 与 之 相关 的 劳 庚 展开 式 的 特征 ， 这 时 却 改变 了 。 这 可 以 从 


下 面 的 推理 中 看 到 。 我 们 令 + 一 去 ， 又 


1(0) 1(E)=700, z 
于 是 ,5 一 0 是 函数 9(6) 的 产 立 奇 点 ， 其 关于 点 6= 0 的 车 天 恬 开 宁 
yp(s) = 五 Ga 十 Bat", . 
于 是 可 知 ，f(z) 关 于 无 穷 远 点 z= oo 的 劳 朗 展开 式 为 
1(2) = Dat Doan”, 9 
这 时 ， 正 指数 项 级 数 说 oz" 是 劳 朗 级 数 2-7) 式 的 主要 部 分 ， 而 级 
数 习 oa- 是 劳 毅 级 数 (2-7) 式 的 解析 部 分 。 加 


r+ 


因此 ， 由 上 述 定 再 10 一 12 ， 便 有 

定理 13 无 穷 远 点 是 1(?) 的 一 个 可 去 奇 点 ， 当 和 且 仅 当 f(z) 在 无 
穷 远 点 邻 域内 的 劳 朗 展开 式 中 完全 不 含 z 的 正 次 短 项 ! 无 穷 远 点 是 
1(2) 的 一 个 极点 ， 当 上 且 仅 当 在 其 劳 彰 展开 式 中 含有 有 限 多 项 xz 的 正 次 
只 项 ; 无 穷 远 点 是 12) 的 一 个 本 性 奇 点 ， 当 且 仅 当 在 其 劳 朗 展开 式 
中 售 有 无 限 多 项 z 的 正 次 涯 项 。 

如 果 了 2) 在 点 ?二 co 处 有 一 个 可 去 奇 点 ， 通 常 就 说 Kz) 在 元 穷 
远 点 是 解析 的 ， 并 且 取 1(o0) 一 lim 了 (z)。 这 上 时， 显然 函 数 Kz) 在 无 


六 远 点 的 荣 个 分 域内 蚌 有 和 界 的 。 
横 祷 奇 点 前 特征 ， 可 以 区 分 出 下 述 简 单 的 两 类 单 值 解 术 西数 
一 、 整 函数 
如 以 前 所 说 ， 奶 果 函 数 1(z)》 在 复 平面 多 上 完全 没有 奇 点 ， 即 在 
名 上 是 解析 的 ， 则 称 f(z) 是 整 西数 。 根 据 这 一 意 $2.2 中 的 定理 6， 


每 一 个 整 函数 在 多 上 都 可 用 一 乱 级 数 习 ma 来 老 示 ， 且 其 收 全 半径 


是 co。 反 之 亦 然 。 一 切 儿 项 式 、 指 数 函 数 、sinz.eosz 等 , 都 是 整 函 
数 的 例子 。 显 然 ， 整 函数 的 和 、 差 与 积 ， 都 仍然 是 整 函数 。 
， 亚 纯 函 数 

如 果 范 数 /2 在 名 上 陈 了 极点 以 外 再 没有 别 的 奇 点 ， 黄 称 /2 
是 一 个 亚 纯 孙 数 或 分 式 栈 数 。 从 这 个 定义 可 以 得 出 ， 在 任何 一 个 有 界 
区 域 央 ， 一 个 亚 纯 函数 只 可 能 有 有 限 多 个 极点 ， 不 然 的 话 ， 就 要 有 一 
仿 非 孤立 奇 点 ， 这 是 不 可 能 的 。 但 在 整个 名 上 上， 可 以 有 无 穷 多 个 极 
点 。 一 切 整 务 数 、 有 有理 函数 、 三 角 函 数 等 都 是 亚 纯 函数 。 显 然 ， 两 个 
亚 纯 函 数 的 和 、 差 、 积 与 商 ， 以 及 亚 纯 函数 的 有 理 函 数 Rf 了、…， 
力 ) 等 都 仍然 是 亚 纯 函 数 。 

关于 有 涅 函数， 我 们 有 下 述 定 理 。 

定理 14 ”车 单 值 函数 f(z) 在 无 穷 远 点 和 在 复 平 面 多 的 有 限 部 分 
上 没有 本 性 奇 点 ， 则 1(2) 是 一 有 理 函 数 。 
证 明 因为 无 劣 诈 点 不 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 记 以 存在 无 穷 远 点 
的 某 个 邻 域 R< 1z*[<ce， 在 这 个 邻 域内 ，#(z) 在 无 穷 远 点 的 主要 部 


> 人 8 。 


分 是 
Bx- Bx? ee + Beek | 

的 形式 。 在 圆 |z| <R+e 内 ，e>0，f(z) 最 多 只 能 有 有 限 多 个 极点 ， 
比如 Uy ar **y pe 1t2) 在 2? 一 a 处 的 主要 部 分 可 能 写成 

bi b,j es _ bn 

za Ga tt ar? 
很 定 “a 是 mi 阶 极 点 ，mo 与 邱 有 关 ，j 一 1 2 …yf。 现 在， 我 们 郑 
虑 函数 | 


p62) =1(2) — 六 {2 Ge 十 + 
. 1m i 


Gs } 
—(B.st 二 Bret), 

通 数 yw(2)7 在 闭 复 平面 多 上 是 解析 的 ， 所 以 四 (z) 对 一 切 z 是 有 界 的 。 

于 是 ， 据 柳 微 尔 定理 ，Pp(z) 是 常数 。 因 此 


1 (2) = + Bg+.… Brzr, 


2 一 + “人 i 


2.4 解析 迁 拓 


假设 函数 了 Cz) 和 J:(2) 和 分 别 定 区 域 留 : 和 窜 。 上 是 解析 的 。 又 于 | 
和 多 : 有 一 公共 部 分 ， 在 这 公共 部 分 上 了 1(z}=f(z)， 则 孜 数 
g(r) 一 -天 区 人 六 全 
"Js(2), ZE TD: 
在 区 域 @; 二 8， 上 是 解析 的 。 函 数 f(z) 可 以 看 成 是 jz) 的 开拓 ， 并 
称 函 数 j.(z) 是 函数 1.(z) 的 解析 延 拓 或 直接 解析 延 拓 。 
拥 析 延 折 的 标准 方法 是 者 级 数 方 法 ， 现 在 我 们 将 简 少 地 夫 以 揪 
述 。 
设 卫 是 点 如， 在 它 的 某 个 邻 域 内 ，KKz) 是 解析 的 。 报 据 这 一 章 
$2,2 中 的 定理 6 ， 它 能 展开 成 关于 z* 一 2 的 兰 级 数 ， 


pO2)= Basan) oa /nl 
如 果 S 是 1(z) 的 最 靠近 P 了 的 奇 点 ， 则 这 个 泰勒 级 数 p(tz》 在 以 了 为 中 
s 内 时 于 


心 、 以 PS 为 半径 的 图 内 是 有 效 的 。 现 在 ， 我 们 在 这 收 敏 图 C 内 任 取 
一 点 P;， 它 不 位 于 线段 PS 上 ， 则 千 级 数 


pi(2) 一 Baz—py", of (p/n 


在 Pi 的 某 个 圆 域内 定 冲 了 一 个 解析 函数 。 这 个 圆 一 直 可 以 扩大 到 离 
了 | 最 近 的 、 这 个 新 等 级 数 启 确定 的 函数 pi(z) 的 奇 点 ， 这 奇 点 可 能 是 
S， 也 可 能 不 是 8。 在 这 两 种 情 次 下 ， 这 新 的 收敛 玫 Ci 可 能 部 分 地 世 
于 坦 收 和 敛 图 C 的 外 部 ， 在 区 域 C1 一 C 内 ， 这 新 的 冤 级 数 pi(z7 能 用 于 
定义 1(?) 的 值 ， 显 然 原 来 的 里 级 数 p(tz) 在 这 里 是 失效 的 。 

类 似 地 ， 在 pi(z) 的 收敛 国 C, 中 ， 我 们 任 取 另外 一 点 Ps， 则 迪 
勒 级 数 


ps) = Dolz— Dy, op PI 


又 有 一 个 以 Ps 为 中 心 的 收 襄 辕 C， 在 一 般 捕 帝 下 ， Cs 有 可 能 部 分 地 
位 于 C 的 外 部 ， 因 而， 又 甬 进 一 步 扩大 函数 fz) 的 定义 域 ，…… 如 
此 悉 续 下 去 。 和 

棋 助 这 个 延 拓 过 程 ， 从 任何 一 个 每 级 数 出 发 ， 我 们 能 找到 任 休 多 
个 其 它 冠 级 数 ， 它 和 它们 定义 了 务 数 fz》 从 点 P 出 发 、 不 经 过 鲨 数 
的 奇 点 斌 能 延 拓 到 的 一 切 点 的 通 数值 。 我 们 还 能 够 证 明 ， 如 果 T(z) 
在 闭 曲 线 PQRQ'P 的 内 者 没有 奇 点 ， 则 沿 商 条 不 同 路 从 PQR,PQ'R 
的 解析 延 拓 给 出 的 最 终 的 寒 级 数 相同 。 

现在 ， 这 随 殊 尔 斯 特 拉 斯 ， 我 们 能 将 z 的 一 个 解析 函数 定义 成 一 
个 筹 级 数 与 从 它 出 发 经 解析 延 拓 所 能 导 得 的 其 它 一 切 每 级 数 的 集合 
于 是 ， 由 两 个 不 同 的 解析 式 子 所 表示 的 军 级 数 ， 彼 此 能 从 另 一 个 经 和 
析 延 拓 而 导 得 。 用 这 种 方法 所 定义 的 完全 解析 函数 不 必 一 定 是 单 值 画 
数 ， 延 拓 记 得 的 每 个 宕 级 数 称 为 解析 函数 的 元 素 。 

”车 Hz) 不 是 一 个 整 函 数 ， 那 么 存在 某 些 例外 点， 它们 不 位 于 1(2): 
既 解 栓 延 拓 能 达到 前 任何 区 域内 。 这 些 点 是 解析 函数 的 奇 点 。 显 然 ， 
半 值 函数 的 奇 点 志 是 在 这 种 较 广 意义 下 的 天 点 。 


在 赛 级 教习 an(z 一 ao) 的 收敛 回 周 C, 上 ， 至 少 存在 解析 函数 的 
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一 个 奇 点 。 因 为 不 然 的 话 ， 利 用 解析 延 拓 ， 我 们 能 构造 一 个 解析 函 
数 ， 它 在 Cu 的 内 部 等 于 f(z)， 但 它 在 较 大 的 同心 俩 了 内 是 解析 的 。 
于 是 上 述 泰 勤 级 数 应 在 Fe 内 处 处 收敛 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 个 
级 数 的 收敛 回 基 Cs 。 若 二 是 Co 内 任何 一 点 ， 令 Ci 是 罪 级 数 


Bm) Ee 


的 收 和 化 圆 。 车 @, 是 以 zj 为 中 心 、 内 切 于 Co 的 回 ， 则 这 个 新 的 办 级 
数 在 Q; 内 肯定 是 收 仑 的， 并 且 在 那里 有 和 画 数 f(z)。 由 于 Ci 的 半 
径 不 可 能 小 于 8, 的 半径 ， 于 是 有 三 种 可 能 性 ，(1》 C1 有 比 Q, 较 大 
的 半径 ，(23) Cu 是 自然 边界 ， 即 Ce 上 几 平 所 有 的 点 都 是 原来 那个 短 
级 数 的 奇 点 ，(3) Ci 能 内 切 于 Cu， 虽然 Cu 不 是 (2) 的 自然 边界 。 

在 情况 (1) 下 ，C; 部 分 地 位 于 C, 的 外 部 ， 并 且 新 的 震级 数 提供 
了 1(2) 的 一 个 解析 延 拓 ， 于 是 我 们 能 在 C, 内 与 Cs 内 取 一 点 aa， 并 重 
复 这 个 过 程 。 在 情 视 (2) 下 ， 我 们 不 能 把 1(z} 延 折 到 C, 的 外 部 ， 丽 且 
不 论 在 C, 内 您 样 选取 Zz,， 收 伍 贺 Ci 总 是 内 急于 Co。 在 情况 (3) 下 ， 
CG, 和 Ci 的 接触 点 是 原来 的 等 级 数 经 解析 延 拓 所 得 到 的 解析 函数 的 一 
个 青 点 。 这 是 因为 在 C 上 必定 有 一 个 奇 点 ， 面 且 这 个 奇 点 不 可 能 位 
于 之 内 。 

我 们 能 用 一 些 例子 毅 明 上 面 的 某 些 论述 。 

例如 ， 级 数 


呈 在 其 收 化 图 iz1 二 la] 内 表示 函 数 1(z=1/(o-z)。 车/o 丰 是 实 
数 ， 即 点 2 不 在 原点 与 点 a 的 连接 线 上 ， 则 对 于 不 同 的 b 什 ， 级 数 
1 2—b bb Cz—b) ee 
db 0b "Cap 
在 回 域 iz 一 b| < 之 1a 一 bl 内 表示 函数 1(z》。 
又 和 例如， 函数 
J02) 一 1 十 2 十 24 寺 2 十 二 249 十， 
在 单位 男 |z| 二 1 内 是 收 敏 的 。 末 数 2) 在 点 z= 1 处 有 一 个 青 点 ， 
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例如 ， 当 ?一 x 时 ，limf(x) 一 co。 事 实 上 ，1im 如 ze 一 za 十 1 所 以 ， 
对 于 征 和 后 一 个 hn， 总 可 以 找到 一 个 >0， 病 得 当 x>1 一 6 时 有 
人 x1!>n， 因 之 ， 就 更 及 *) 一 号 >n。 并 且 我 们 还 有 


fz) 一 22 十 3 (22)2: zs F(z:), 


由 此 可 见 ， 在 点 #3 二 wi 处 (有 即 z= 土 1 让》 也 有 奇 民 。 | 同样 ,对 于 
在 何 一 个 自 热 数 n， 我 们 有 
fz) 一 人 十 2 十 十 2 +j(22" ), 

因此, 在 := .多 工 的 2 个 点 处 ， 函 数 f(z) 也 有 奇 点 。 这 样 ， 函 数 
fz) 的 奇 点 集合 在 单位 隔 周 1zl|=1 上 是 处 处 称 密 的 ， 故 单位 殴 周 
1z1 二 1 是 f(z》 的 自然 边界 ，f(z) 确 实 不 能 经 过 这 辆 证 的 任何 一 段 骂 
进行 解析 延 拓 。 

在 这 种 情况 下 ， 这 个 函数 本 身 就 是 完全 解析 函数 。 

上 下面， 我 们 介绍 解析 延 拓 的 其 它 方法 ， 即 连续 延 拔 原理 和 对 称 原 
理 。 

定理 15 设 窗 ,， 儿 :是 两 个 没有 公共 点 的 区 域 ， 在 它们 移 边 田 
上 有 一 段 可 求 长 的 曲线 ?是 公共 的 (不 包括 端点 在 内 )。 若 函数 f(z)， 
ft2) 分 别 在 如,， 和 名; 内 解析 、 在 字 ,UrY 和 煞 ; UJY. 上 上 连续， 并且 在 
?7 上 上 ， 太 (2 一 六 (2 出 函数 


fC2), Ye, 
{2)=41f1(2) =ft2), EY, (2—73 
ft%), > 人 人 


在 区 域 密 ,U?U 多 ; 内 解析 。jf4.(z) 和 f(z) 称 次 越过 边界 7 的 互 为 直 
接 解 析 延 大。 这 个 定理 称 为 潘 雷 被 (Painlev8) 定 理 。 

证 明 ”根据 假设 ， 讲 数 1(z) 在 区 域 久 = 多 ,UYU 留 ,内 是 连续 
的 根据 莫 雷 拉 定 理 ， 我 们 只 要 证 肖 ， 它 沿 着 儿 内 和 性 何 一 条 若 当 财 曲 
线 CE" 的 积分 等 于 零 。 恕 单 C' 全 部 在 区 域 区: 或 饿 , 之 内 ， 那 么 这 就 是 
柯 西 定理 的 直接 推论 。 刘 果 C5!' 属 于 站, 与 外,， 那 入, 把 路线 C' 在 吕 ， 
内 的 部 分 与 在 多 ,内 的 部 分 分 别 记 作 为 C 与 Cz， 把 曲线 7 在 C' 内 的 
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那 部 分 记 作 C( 图 3.17)， 根 据 柯 西 定理 《〈 这 一 章 82.1 中 推广 形式 的 
定理 3)， 我 们 便 有 


| (zaz 一 0。 


把 这 两 个 等 式 加 起 来 ， 我 们 便 得 到 
| ,fart | -fed 


-| 1(z)dz—0。 


定理 证 些 。 

这 个 定理 告诉 我 们 : 如 果 解 析 函 数 f(z) 是 解析 函数 f(z) 经 过 曲 
线 了 的 连续 延 拓 ， 那 么 它 必定 蚌 了 (2z) 的 解 禄 延 拓 。 

当 了 是 一 条 直 线段 时 ， 应 用 上 述 定 下 ， 便 得 下 述 对 称 原理 。 

定理 16 设 区 域 密 位 于 实 轴 的 同一 向， 其 边界 包含 实 轴 .上 的 线 
段 Y《【〔 两 个 端点 不 包 插 在 内 ) 。 者 函数 拓 2)》 在 凶 内 解析 ， 在 鲜 Ur 上 
连续 ， 且 fFz) 在 7 上 取 实 值 ， 则 函数 

FO) ={ 2 和 多 Uy， (2_74) 

1(z)}, 7zEB"” 
在 区 域 鲁 UrU 多 * 内 解析 ， 其 中 加" 是 弛 关于 实 畏 对 和 的 氏 域 (图 
2.18)。 
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图 2.18 ， 
证 明 我们 首先 证 明 ，F(z) 在 多 * 内 解析 。 设 4%. 多 *，z 是 艺人 
域内 的 一 点 ,由 于 ”| | 
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F(z》 一 疡 (zo》 F027) 一 孝 (20》 (222) ) F(x) 9 ), 


2—% 一 多 一 2 
所 届 
lim = (fC), 


了 -= 下 看 立 一 辽 . 
故 F(z) 在 凶 * 内 是 解析 的 。 又 由 于 f(z) 在 久 UrY 上 上 是 连续 的 ， 并 且 
f(y 在 7Y 上 取 实 慎 ， 其 f(x0) 一 1(X), XoEY, 所 以 当 EB* 月 当 x 一 
Xp 时 ， 我 们 有 | . 
lim et = 一 lim 1 = Tim f(z) f(y 


Fe) je.). | 
故 Flz) 在 多 * Ur 上 连续 。 根 据 定理 15，、F(z) 在 煞 UrU 刍 * 内 是 解 
析 的 。 定 理 证 毕 。 


利用 上 述 连 续 延 拓 原 理 ， 我 们 能 构造 多 值 沙 数 w= 必 + 和 w= 
iogz 的 葡 受 曲面 。 | 
在 第 一 章 的 83.5 中 ， 我 们 讨论 过 w= 心 z 的 单 值 连 续 分 支 
w= |z] vr(cos HE 2 了 十 2 十 isin 2 


一 Iz| elargrtake yn, (k= 0, 1, 2 M1), 
其 中 ， 一 <argz<x。 若 令 区 域 
B= {2 EG: (21) Rare ee (2 十 1) 开 《天 一 0 了 2 下 一 1)y - 
其 中 argrz 表示 > 的 另 一 指定 的 幅 角 ， 则 区 域 gx 与 Zw 有 一 公共 边 
界 Yiarg’s 一 <2K 十 1)x 天 一 0 1 一 2。 范 数 Wit2)，Wypritz) 分 
别 在 多 zs， 时 st 和 上 和 连续， 根据 和 还 续 延 拓 原 理 ， 冰 数 Wi(2) 和 
werilz?) 越 过 x 为 互 为 直接 解析 延 扩 (二 0, 1,，…， f 一 2)。 若 把 区 域 
Vo 的 边界 ar8z= 一 ff 与 多 -1 的 边界 arg’2 一 (2R 一 1)R 看 成 是 同一 的 
{或 合 一 的 )， 记 作 Ys-t， 则 Wotz)》 与 wa-1(x) 分 别 在 久 ,U pr-1s 
人 Uys-1 上 是 连续 的 。 于 是 ，W,(2)，Wn-1(2) 越过 公共 边界 Yn-? 
是 互 为 直接 解析 年 殷 的 。 
现在 ， 我 们 把 多 , 和 人 多 | 泊 3 粘 起 来 ， 侈 :和 多: 讼 全 精 起 来 ， 
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i 2 和 | 沿 Ys-2 粘 起 来 ， -1 利 | 沿 Le 类 起 来 实际 
工 ， 这 当然 是 不可 能 的 ， 只 十 我 们 设想 将 这 两 边 上 具有 相同 爷 标 的 点 
清 作 是 同一 (或 合 一 〉 和 前 轩 了 〉》。 这 样 我 们 就 得 到 烙 起 来 前 封闭 的 # 
于 曲面 ”{ 图 2.19)。 这 个 “ 划 面 ”R 称 为 多 值 函 数 w 二 必 5 的 黎 易 
湖面 (注意 V3 的 支点 z=0 和 z= oo 不 在 曲面 上 )。 西 数 

Wea)s ZE 的 -1 UY, 

wi(lzy, A 

FO 1 “EV Oa Ys 
Wn — C2), ZE a Pr 
Wn-it2); 2EYr-2 lB-i1U Yi 人 


在 多 上 是 单 信 解 析 的 ， 而 在 统 的 每 一 时 上 定义 了 多 值 函 数 愉 了 的 一 个 
半 值 解析 分 支 。 


和 2.19 0 
类 似 地 ， 我 们 来 讨论 对 数 函 表 一 Togz 的 党 受 曲面 。 
在 第 一 党 的 #3.5 中 ， 我 们 已 将 多 值 西数 = Logz 分 成 可 列 无 穷 


才 个 单 值 连续 分 支 
wi(1) =log|zx| 于 iargz 十 2KT) (k=0, +1; 十 2 
其 中 一 r<argz<r。 设 D3,Y4 如 前 所 定义 (kK 一 0, 土 1; 土 2, …)， 显然 
函数 W(x)，Weri(7) 身 别 在 名 UYh，PrU 吕 nr 上 连续 ， 而 在 怨 ;， 
=- i105» 


区 xx 上 解 桥 ， 因 上 此， 函数 Weril2) 是 Wxt2) 越过 Vi 的 直接 解 术 延 拭 - 
(Kk 一 0, 土 4, 土 2,…)。 于是， 车 将 区 域名 i 与 留 jr; 沿 妨 精 起 来 ， 
(KK 一 …， 一 2, 一 1.0,1, 2 …)， 我 们 起 得 到 w= 王 Logz 的 莹 曼 曲 面 绝 ( 攻 
2.28)。 这 里 所 不 同 的 是 ， Logz 的 黎 曼 千 面 儿 是 无 穷 和 多 时 揭 。 六 点 
2 一 0 和 Zz 二 oo 涉 在 加 上 。 在 统 上 ， 讽 数 


Witz), ZEPUB UY 
F(Z) 一 1 Wl2), ZEP-1U, Uy, 
[0 zsEYs UB UP 


是 单 值 解 本 的 ， 在 过 的 每 一 时 上 定义 了 一 个 单 值 解析 分 支 。 


习 着 


it。 证 明 下 列 级 数 在 其 指定 的 区 域 上 是 绝对 收 茹 的 : 
(1) De", Rez<01 


. _ 1 _ 
2 之 (a 1 里 EF: li 1s 


(3) | 
2， 用 魏 尔 斯 竺 拉 斯 寻 - 判 别 法 证 明 下 列 级 数 在 其 指定 的 区 域 上 是 一 邹 收 全 


区 
它 Le 
N17 |z| wo. 


的 : 
(GD) 名 22 一， |z|<<l。 (提示 参考 数 e 的 无 穷 级 数 ) ， 


asf 1+ 六 ) . 和 和 
(2) 和 |z| 衬 1，( 参 看 (1 的 提示 )， 


(3) DB 一 ，1z] <0.99, (提示: 对 适当 的 入 应 用 公式 2- 68); 
ba | 一 iD 1 
(4) a (1)e 上 lz| 所 0, 99, (提示 ;利用 一 0 二 -入 oa 
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1 
3。 或 下 出 疯 数 在 点 z= 0 的 泰勒 展开 式 ， 


《1》 2/(27 42+13); (2) Sin: 

(3) log{s’— 32+2) C4) arctg z( 主 植 》 

(5) 1{ log -1 ) 可 《6) sin 一 1 《至 第 耻 项 》 
2 1 一 了 1 -3 . 一 


、 求 logz 在 点 5=i 处 的 芭 朝 展开 式 。 


5， 求 下 列国 数 在 点 = 诗 处 的 泰勒 展开 式 。 


(Ds (l=1); (2) saint22 — 22)) 
C9) 2/(22— 23+5); Cd)a2 a+ 1)2, 
， RE 
(OD D+ 
[x-11<1 


(2) 利用 二 = 名 2" [z| 二 1， 和 和 重复 求 导 法 ,证 明寺 入 >0， 有 


= 1cwnas, cn= LN -1+4)1 1+ #4}! 1z1<1。 
| . 


1. 
12)s MIN II“ 
“13 证 明 ; 

1 = mr = 哩 喇 国 
Tm 1 2 十 2 -- 26 上 oo ls 
(2》 利 用 上 述 级 数 及 逐 项 求 积分 法 ， 证 朋 : 


41 
tg 1g = 翌 (- Ds 2 < 


8 。(1》 利用 对 几何 级 数 逐 项 求 导 的 方法 ， 求 在 |z|< 之 1 内 级 数 马 2aznm 的 


和 函数 } 


:Rm 


《2)》 利用 (1) 的 结果 ， 半 算 马 jj2n 之 供 。 
利 亲 部 分 分 式 方法 ， 求 下 列 本 数 在 指定 点 的 款 匠 展开 式 ， 并 指出 每 个 民 


开 式 的 有 效 区 城 


CY x/L2+ 1 2 m1)]， 关于 2=08 
C2) zi/[Leet 4cz—1)], 甘于 2 3 
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10. 


11。 


《3) 区 工 一 2 关于 = ~ 

《4》 1/(1-2):， 关于 2= 一 ty 

《5》 1/Etz ~ 3)#]， 关 于 2=1i 

《63 17/53 一 2)zJ]， 美 于 2=i} 

《73 1/L(2} tz 2)t2 8),， 关于 Xx 一 1。 

将 1/JLt1 ~ 2):(1+2)*] 展 开 成 关于 原点 的 害 谎 数 ， 

(1》 利用 两 鹤 级 数 相 立 的 沪 湛 ， 

2》 利用 部 分 分 式 分解 和 (1 土 2)-! 及 (1 土 z)”! 的 级 数 展开 式 。 


将 (z1 T4272z2 一 BY/tzt+52 6》 展开 成 闫 于 z= 一 1 的 泰勒 级 数 《 援 
示 ! 和 将 上 述 函 数 政 写成 
2 _ Lo 
GDrreraerD CD) tr 


母 利 用 部 分 分 式 分 解 方法 ) 。 


12. 


13, 


1 


.3 


将 下 列 函 数 在 指定 的 区 域内 展开 为 劳 册 级 数 : 

Cl) L/Lzr(z— ip 了， 0<|z -i <1; 

3) 1/ 1a -2 -02-2)<1, O02-1l<1, 
1<|z|<2, 2<|z|<+o 

sD/Le+2) +3)], 2<lal<3, 3<|2a|< to0s 

(4) log((2—a /zDD), maxtlal, 8) <iz|<+o0 

(5) en。 1<|z| 之 + 《前 四 项 ) ， 

OY stels, Olz|< Tool 

{77 sinta/tl -2)), 0<|2-—-1|<+o) 

(RY COSE/ 2 — 2 O12-21<+oos 

下 列 务 数 是 否 可 以 在 指定 点 的 邻 域内 展开 成 劳 朗 级 数 ， 


(1) cos 二 ， 2 三 01 (2) tgz, B= oof 


er 


{3} log[L(z— DD (2a— 2)], 2=o0 C4) 22/3in (1/3), z=0; 
(5) log 二 5， =o01 (86) Bz— 1 R22+3), 2=008 


《7》 Vz ZE (R41) 2=00s 


下 列 函 数 有 哪 类 疝 点， 若是 极点 , 求 出 其 级 ,并 指出 函数 在 co 点 的 性 质 
{1 1/C1 +ery: 2) ealnel/(l 了) 
C3) 1/Lsinz — Coz Ee 
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Cs) l/sin (1), (6) 1/ (e+—1) -1/2; 


{7) tg 
15。 站 原 点 解析 上 且 满 足下 列 条 件 询 函数 A(z) 存在 吗 ? 


Df (局 ) -AT 

wf (i) -0 fF (sti) -bh 
(和 
(7(- 情 - 坑 


16. 证 明 车 整 函 数 f(z)= 忆 .4rz" 在 实 轴 上 取 实 值 , 则 ar 是 实数 


(二 I | 

17 。 主 蚂 ， 如 景 整 函数 了 (z) 在 实 铀 上 取 实 和 值 ， 在 韦 轴 上 取 开 值 ， 则 f/ (2) 是- 
青 和 函数。 i | - 

18. 试 作出 避 科 夫 斯 基 沙 数 的 反 函 数 由 =3+w 王 -1 的 佬 屁 曲 面 。 
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第 三 人 曹 ” 留 数 定理 及 其 应 用 


31 留 数 定理 、 幅 角 原 理 和 人 备 敬 定理 


1.1 留 数 定理 


在 这 里 我 们 首先 要 介绍 一 个 对 以 后 的 应 用 极其 重要 的 概念 一 一 通 
娄 前 留 雪 和 这 一 概念:。 

设 溺 数 关 2) 在 0 二 1z 一 91 < 内 解析 ，a 是 了 (2z) 的 强 立 奇 点 。 设 
了 是 以 全 Iz 一 0| =p, 则 数 
二 | f(z)dz (3-1) 


2xi 


岂 佑 1(z) 在 奇 点 0 处 的 留 数 ， 记 作 Resi(a)。 根 据 二 连 区 域 的 柯 西 定 
理 ， 当 Pp 充分 小 时 ， 留 数 和 的 值 与 Pp 无 闫 。 
由 劳 遍 级 数 的 系数 公式 (2-59》, 可 以 直接 知道 


Res 1(0) = sl f(2)dz=a., (83-2) 


直通 数 站 在 奇 点 6 星 竟 留 数 ， 等 于 了 (2) 在 4 的 邻 域内 的 劳 妆 展开 式 
中 一 1 次 短 项 的 系数 。 

由 此 便 得 出 ， 在 可 去 奇 点 村 抑 数 的 留 数 总 是 等 于 零 。 荐 2=a 蚌 
了 (的 5 阶 极 点 ， 则 


Res fa) = _ fkz 一 oy"f(z)}, (3—3) 


= lim 
《HL 一 7 > m jer ! 
事实 上 ， 站 则 

f(2) = 十 … 十 za)", 


GC yy 


记忆 。 具 当时 上 六 等 式 条 以 (5 四， 所 得 的 等 式 引 分 1 次， 
后 令 2->a, 取 极 限 便 得 到 公式 (3-3)。 
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基点 46 是 一 阶 极点 ， 则 公式 人 3-3) 就 变 得 尾 别 简单 ， 为 
Resf (a) 一 了 nt (2 —a)ftz)}, (3—4% 


如 果 寿 点 上 的 郭 域内 ， 末 数 邦和 洪 示 候 两 个 在 点 e 处 解析 前 通 数 之 . 
商 : / 


并 且 pto) 半 0, 而 (2) 在 点 4 由 有 一 险 检点 《这 时 f(z) 在 a 处 有 一 院 - 
极点 ) ， 则 公式 (3-4) 就 成 为 


pz) Pa) 

VOW “Wlae (35> 
六 一 眉 

例 3-1 试 求 ff2z) 一 312 二 1) 的 所 有 留 数 。 

解 zi, -i 是 1(z) 的 一 阶 极点 ， 根 据 公式 (3-4)， 便 得 


Resf (iD =lim (z—i)f (2) = 


Res f C0) =iim 


Resf(—i)— lim (#+i) 1 (2) — 记 。 
例 3-2 试 求 1(2) =ctgz 在 点 x 二 0 的 留 数 。 
甫 ”由 公式 (3-4)、 有 有 
Res 1 0 =1im zctgz—lim- "Coz 一 i, 
例 3-3 试 求 12) 1/23(z 一 21) 在 点 ?一 0 的 留 数 。 
解 z=0 是 f(z) 人 和， 根据 公式 (3-3)， 则 - 
Resf(0) =lima zr - {22f02)} = lim 二 (一 2 
一 limtz 一 327-4 一 一 178。 


例 3-4 试 求 函 数 


的 所 有 极点 的 留 数 。 
* IT11 = 


解 ”由 于 shz 一 一 isiniz， 让 以 其 2 可 以 履 卫 成 
| siniba/ 2 
zsinig a/ % 


1 (2) = 


= 


我 们 知道 ， 分 母 zsini ox/ zx 的 零点 为 
Za —— Nin: /ot (n= Os 1 2,*: 人 


它们 都 是 一 级 零点 ;因此 ， 它们 是 1(*) 的 一 级 极点 。 根据 会 式 (3-4)， 
独得 


ip. J ZY 
siniby x ibV # _ ya, 
Resf{0) 一 -ln = 6 m3 
= 08inioa av s+ 
be, . i 
Res1( ~ lim rstnib/ s esinlaw 


is 名 Ee on dl, z COSiga 2 
2(— TD 四 (n=1,2,.…), 


若 :一 是 画 数 1(z) 的 孤立 5- 奇 点 ， 即 f(W 在 加 还 R<lz|<+o 
内 是 解析 的 ， 我 们 定义 1(z) 在 z 一 co 的 留 数 为 


Resj (co) 一 一 3 -并 fz)dz, (9-6) 


271 Fjal=p: 


其 中 RR<p<< 十 co。。 尖 PP 充 分 大 时 ， 留 数 的 值 号 Pp 元 关 ， 由 于 fC2) 在 
点 z=co 的 邻 域 内 可 展开 成 劳 遍 级 数 ， 即 


1 02) = Ba, (03.7) 
其 中 z 
__1 T(z) ds 
全 一 oi 中 ZTET «2—8) 
斯 以 
Resf (oo) = -二 中 了 (27dz 一 一 0。 (3.9) 
27l J rie 


*1i2,» 


纯 六 2 和 在 新 立 青 点 2 一 ce 处 的 留 多 等 于 天 2 在 点 Y= 二 0 的 竺 域内 劳 娩 
级 数 中 一 1 次 宏 项 的 系数 滋 以 一 1。 

下 面 我 们 来 讨论 贸 数 的 基本 定理 。 i 

定理 1 设 ? 是 一 条 可 求 长 的 营 当 闲 曲 线 。 若 函数 了 (?) 在 由 7 这 
钵 成 的 内 部 区 球 多 内 除 夫 而 ;而 , ,x 这 些 点 之 外 ， 基 处 处 解析 的 ， 
并 且 1(z) 在 闭 区 域 久 上 除去 Qs Gry "* "Un 外 十 连续 的 ， 则 

中 f(z)dz=2ri Resitar}, (3-10¥ 
党 可 站 


证 明 ”在 斧 内 及 mk 一 1 2,…, 由 为 中 心 作 充分 小 的 圆周 yx, 使 
得 这 些 贺 咎 此 不 相交 ， 根 据 多 连 区 域 的 柯 西 定理 ， 我 们 有 


中 jz)dz 一 a 1 C2)ds, 
但 是 ， 按 照 留 数 的 定义 ， 有 
中 fz) dz ~—2riResf ar) , 


故 {3-10) 趟 成 立 。 - 
由 上 上述 证 明 可 以 看 出 ， 者 多 是 多 连 区 域 ， 其 这 界 是 册 有 限 多 条 
可 求 长 的 车 当 闭 曲线 所 组 成 ， 及 车 0 仍 满 足 定 理工 的 条 件 ， 别 公 
式 《3-10) 仍然 成 立 ， 基 积分 方 疝 关于 区 域 多 是 正 癌 。 . 
定理 2 .者 函 数 了 (x) 在 复 平面 写 上 除去 成 mm，…， 姻 处 是 解 
析 的 ， 则 72) 在 所 有 孤立 奇 点 Gs as ** an 及 xz=- co 处 的 留 数 之 和 等 . 
于 零 ， 即 
SResf qr) + Resf (co) 一 0。 | .3-11 


证 明 ”以 原点 为 中 心 ， 以 充分 大 的 丸 为 半径 作 赔 周 ?， 使 得 孤立 
奇 局 29yaz po 包含 在 的 内 部 ， 于 是 ， 出 定理 i， 有 


中 fa z= 忆 2TiResft {ar), 
但 基 
i， fied = —Resfico ), 


ti 
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及 esfg ec 一 一 DResf an), 《3-72Y 


项 (3-11) 式 成 立 。 
我 们 往往 可 以 利用 公式 (3-13) 来 求 画 数 在 无 穷 远 点 的 留 数 ， 但 有 
竺 这 并 不 是 最 方便 的 。 


例 3-5 f(z2) = — eim, m0 是 实 常数 。 计算 f(z) 在 其 奇 


1 十 了 

点 处 的 留 数 。 

和 解 z= 土 ] 是 了 (2) 的 一 阶 极点 ，%=o0 是 f(2) 的 本 性 奇 点 。 根 据 
公式 (3-4)， 

Resf (i) 一 Lim {(z—1)1(2))} emf2i=—ie-"/2, 
Resf{—i)= lim {(2 +i)7(2)} ~ie"/2, 
把 此 ， 由 公式 (3-12)， 便 得 到 
Resi {to0} ~ — Resftli}y 一 了 esf —iY = — ishm., 

例 3-86 了 (7) 二 (22 一 1)3/z2(z 一 0) (z 一 B), 其 中 208 一 1,4 关 B, -计算 
子 (z) 在 其 奇 点 寻 的 留 数 。 

解 ,8 是 fC2) 的 一 阶 极点 ， =0 是 1(D 的 2 阶 李 版 ， 了 (2 在 
沁 一 co 是 解析 的 。 


Resf(a) 一 lim {(z~) Hz)} = Sy -ae -有 
， 《有 一 站 7 
1 eG 
Resf (有 = lim {(z B)f(2)} = Br Ba) 月 一 &。 


为 了 求 出 1(2) 在 z 一 0 的 留 数 ， 我 们 只 要 求 ( 富 一 1270z 一 的 (一 及 在 
地 一 0 的 素 鞭 级 数 展 开 式 中 z 项 的 系数 。 由 于 


人 
-ee) SE) 


= (1? EE 2 …) 
(2*— 1) 人 + 
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一 《如 一 12 人 十 《十 有 2 十 
所 以 ”Resf(0) 二 a 十 BS。 于 是 ， 由 公式 (3-12) 便 得 到 
Resf (co0) = — {Resfta) + Resf (8) + Resf (0)} 
一 一 人 二 有。 - 
其 实 ， 为 了 孙 Resf(co}， 根 据 公 式 (3-9)， 具 要 求 岂 1(z) 在 z 一 
吕 轨 域内 劳 训 级 数 展开 式 中 xz: 项 的 系数 并 乘 以 一 1 即 得 。 由 于 


RG ay = 人 一; 3 (1- £) (1-£) 
-| 


一 1 十 -2 人 十- 


故 了 Resffco) 一 一 {C 十 有 。 由 此 可 见 在 这 个 例 中 利用 公式 (3-9) 式 
来 求 Resf(coy， 可 能 还 较 方 便 些 。 


t.2 旺角 原 理 胡 刁 屿 定理 
定理 3 设 区 域 儿 的 边 界 CC 是 一 条 可 求 长 的 车 当 闭 由 线 。 告 吗 


数 f(z) 在 闭 区 域 留 内 除了 有 限 多 个 极点 以 外 是 解析 的 , 7t2) 在 C 上 
不 等 于 零 ， 则 
‘(ed 

到; 一 IN-b, (3-13) 
其 中 国 和 P 了 分别 表 示 (在 C 内 零点 的 个 数 与 C 内 极点 的 个 数 ( 它 
们 都 是 按 重 数 计 算 的 ) 。 

证 明 假设 2=6 是 一 个 1 阶 和 零点 ， 则 在 这 一 点 的 完 分 小 令 域 内 
f(?) 可 这 泪 不 成 : 
站 2 = (2— a) "pz), 

车 中 (2) 在 此 邻 域内 是 解 析 徇 ， 并且 交 (2) #0 内 此， 在 此 分 域 
内 ， 有 

Fz) _ nn F(z) C0914% 


{2) X00 Yiz) 
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吊 于 最 后 一 项 在 z=a 的 充分 小 邻 域内 是 解析 的 ， 所 以 z=a 是 Eo: 


葛 一 个 一 阶 极点 , 其 留 数 为 n。 类 似 地 , 若 *=b 是 1(z) 的 一 个 p 阶 极点 ， 
坦 在 zx 一 必 的 充分 小 邻 域内 ， 有 
1(2) = bz 
J -pp, Wy _ 
-70 -pt ge (3-15) 
黄牛 由 (2 在 此 邻 域内 是 解析 的 ， 并 且 遇 (2) 天 0 所 以 ， z 一 pb 是 fC(2)/ 
了 2) 的 一 个 一 阶 极点 ， 其 贸 数 是 一 p。 
设 auey or 是 fz) 在 C 内 的 所 有 和 零点， 而 是 零点 a 的 阶 数 ， 
名 ,本 ;… ,bs 是 了 tz2) 在 C 内 的 所 有 椰 点 ，B 是 极点 bb 的 阶 数 ， 于 是 ， 
对 函数 六 (2?) /1(2) 应 用 贸 数 定理 ， 便 得 


1 (2) qr _ LN 
NP 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 定 理 证 毕 。 
现在 我 们 来 说 明 (3-13) 式 左 端 的 几何 意义 。 我们 有 


1 FOr)de _ 
aani Te fz) 二 中。 二 1og |ftz} | 十 二 中 dargf (tz), 


(3—16) 

其 中 lo08 与 arg 家 示 这 两 个 数 的 茶 一 个 没 着 C 连续 的 分 支 。 

设 辕 曲线 在 ww 一 1(z) 上 映照 下 的 像 曲 织 为 了 。 因为 当 z 在 阁 曲 线 忆 
上 上 走 一 说 时 ， 函 数 1og|f(z)| 仍 回 到 它 出 发 时 的 原先 的 值 ， 记 以 ，(3- 
16) 式 右 端 中 的 第 一 个 积分 等 于 零 。 另 一 方面 ， 当 z 消 5C 绕 行 一 周 时 ， 
版 风 一 大 2 在 工 上 绕 行 一 周 ， 原 点 史 一 0 可 能 包含 在 曲线 了 的 内 部 ， 
反而 arg 帮 2 的 最 后 值 就 可 能 与 其 原始 值 不 同 (图 3.1)， 于 是 (3-16) 
起 右 喘 中 的 第 二 个 积分 就 可 能 不 等 于 零 。 值 


dare Tz) 一 Acargj(z) 
十 函数 1(z) 的 幅 和 角 在 沿 C 绕 行 一 周 时 的 全 部 改变 量 除 以 2r， 这 个 值 
竹 为 像 曲 线 了 关于 坐标 原点 的 回转 次 数 ， 因 此 ， 由 (3-16) 式 便 得 到 
"116. | 


图 3.1 
1 fz)dz 1 


3 Pe Fz) 一- 二 4cargj(z)。 {3—17) 
联 闻 关系 式 (3-13) 和 (3~17)。 便 得 到 
f(z) 
N— P= Ac argf(z)= 3 oF (3—18) 
这 敌 果 被 称 为 三 角 原 理 。 . 
由 上 述 和 定理 的 证 明 过 程 ， 容易 证 明 下 述 幅 角 原 理 的 谁 广 ， 其 证 明 


贸 给 读者 。 

定理 4 设 区 域 多 的 边界 C 是 可 求 长 的 车 当 闭 曲线 。 若 函数 
1(z) 在 煞 区 域 多 上 除去 鱼肉 的 极点 三 , ai，…， 《它们 不 是 按 直 数 计 
特 的 ) 之 外 是 和 解析 的 ， fz) 在 逆 内 上 其 有 零点 gr Qs Qs 《不 按 重 数 计 
短 ) ，f(z) 在 C 上 不 等 于 堆 ， 又 沙 数 glz) 在 多 内 解析 ， 并 在 多 上 连 
尘 ， 则 


1 (py) : 
-ani je Fzy Pd 3 RP (Ca;) pp C3-19) 


其 中 1 是 零点 8 的 重 数 ，pj 是 被 :3 允 ; 的 阶 数 。 

定理 5《 伟 葡 Rouché 定理 ) 游 函 数 f 了 2) 和 g(2) 在 六 闭 道 C 的 
内部 及 其 上 是 解析 的 ， 又 耕 在 C EID1> (2) 册 画 数 1(z} 与 
1tz} 十 g(?》 在 C 内 有 同样 多 的 零 战 个 数 。 
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证 量 因 在 C 上 ig(2)1 之 ft2O)|， 雇 以，7C2) 和 Hz) 十 g(2) 在 局 
二 都 设 有 堆 点 。 设 灰 和 人 分 别 表示 阔 数 其 2 和 于 2 二 8 在 如 内 的 
等 点 的 个 多 〈《 按 重 数 计 算 )》 ， 由 定理 3， 风 得 
3 = Acargf (7), 
27N 一 Acarg(f(2) 4802)) = Acargf (2) + AcargL1+ gtz}/f(z2)], 
六 此 ， 我 们 只 要 证 明 
4carg( 1 号) 一 0。 
由于 在 世上 有 |g(2)》| 过 12)1|， 所 以 ,在 CC 上 有 
ReLl g(t /1 2) TE1— [g(t /1 (2)1 > 0, 
这 说 明 wt2} 二 1 十 g(2)/f(2) 位 于 兴 平 而 ， 因素 ， 当 zz 在 CC 上 弹 行 
一 膨 时 ，arg{1 十 g/ 站 入 晶 加 到 原来 的 信 ， 故 Acarg(1 二 81/1} 二 0。 


1,3 候 黑 定理 的 应 用 例 字 

下 再 我 伯夷 介绍 几 个 音 用 侍 软 定 想 前 一 些 典 型 盆子 。 

一 、 代 数 基本 定理 的 另 证 

代数 基本 定理 设 区 2z) 一 各 十 Q2 1 二 人 二 
旭 P(2) 在 复 平 面 上 愉 有 3 个 零 拟 。 

证 明 令 了 7) 一 zr?，g(Z) 二 qi2"-! 十 十 rn， 并 且 令 

p= 2 max lac! 
oel <($), k=1,2,.,n, 
并 月 在 圆周 [| 丰 一 事 立 
hd Ca 

其 中 Pp 二 ]zi" 二 1f(z)1|， 这 说 明 在 12 =D 上 16(z)1 之 fz)1 竺 佛 玉 定 
理 ， 则 函数 六 2 上 gz 二 BCzZ) 与 fz) 在 1z 一 Pp 内 有 同 桩 多 的 零 成 个 
数 ， 而 后 者 月 站 本 堆 点 《 实 味 上 征 有 有 一 个 * 葵 零 操 ) » 放 P(z) 洽 有 


大 个 零点 ; 定理 证 内 6 
二 、 多 项 式 的 零点 关于 其 系数 的 连续 性 


» Its 


役 Z ;如 是 多 项 起 . 
pb{2)= 2 1 
的 零点 ， 又 设 mi 是 2; 的 重 数 ,Pp 二 min|z; 一 2?;| 半 0。 
定 更 6 对 每 个 e，0<e<p， 存 在 6>0， 使 得 任何 多项式 
9(2) 一 2 十 加 2 十 和 十 pr 
在 每 个 加 内 
| 一 和 [一 Bi 一 了 2 
恰 有 mi 个 零点 ， 只 要 它 多 系数 居中 2 6 j=1,2, | 
证 明 令 j(z) 二 pt7)，g(2) 二 q(?) 一 p(x), I 表示 a 好 | 一 
*， 册 于 
Ti = {2— Te, . 
gtzZ) = (hi— a2 Cb 一 如 72 十 《Bo 一 0 
因而 ， 在 TT; 上， 我 们 有 
fi2) emi(p— ey mt 
[gt2) | du, t= Dal +e)i, 
斑 此 ， 芳 
Spi'eritp— ee 下 i=1,2 bh 
则 在 每 个 贺 周 Ti 上，|1(z)| 汪 1g(2)|。 握 需 识 定理 ， 划 消 数 =P 与 
fg 二 Pp 十 {9 一 pp) 一 9 在 每 个 T; 内 有 关上 个 即 为 mi。 定 理 
证 毕 。 
这 样 ， 我 们 已 经 证 明了 了 ， 多 项 式 的 零点 是 其 系数 的 连 统 耳光 。 这 
里 要 提醒 读者 是 ， .在 这 连续 性 的 数值 计算 方面 ， 必 须 注意 定 尘 上 沪 条件 
是 否 满足 。 例 如 p(2) 二 z19,4(2) 二 Zz10 一 #， 只 要 -一 个 系数 疏 变 10725 出 
其 所 有 的 零点 将 改变 10-1。 这 是 由 于 史 2) 只 有 一 个 10 阶 堆 点 所 引 直 
的 。 更 惊 将 的 是 下 述 例 子 。 设 
pt(2) 一 四 (2—k)= pa 
精心 的 计算 吉明， 多项式 g(2 一 了 (2) 一 27*3z 有 天 对 共 罗 复 根 ， 其 虚 
部 介 于 从 士 0.64 到 士 2.81 之 间 。 这 是 因 为 | 到 gp 一 08| 一 3 全 2 人 > 
1 
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三 、 反 馈 亦 大 器 的 尼 这 斯 等 准则 -i i 让 
反馈 放大 器 的 尼 次 斯 特 (Nyquist) 准 则 ” 设 多 项 式 有 
了 (2) 二 下 十 Ql 十 + 十 dn_123 十 Gn 
在 虚 轴 上 没有 零点 ，fa 表示 虚 轴 下 从 iR 到 一 iR 的 线段 ， 若 
Tim As argf(7) 一 一 Po (3—20» 


则 多 项 式 1(2) 的 零点 全 部 位 于 左 半 平 画 Rez<< 内 。 区 
证 明 设 Ca 表示 位 于 右 半 平面 上 的 半 贺 周 ，1z| 一 尽 ，Rez>>0。 令 


pT 
Fa = Cn 二 In， 其 方向 关于 右 半 圆 是 正 的 《图 3.2)。 根据 枉 角 原 理 ， Ee 
说 1(2) 在 Tr 内 的 零点 个 数 为 到 - Si 
Ne= 5 Ar argf(Z)。 2 
但 是 ， 出 于 -i 
Ar TE/ (2) 一 A Argz" {1+ So 也 :十 。 “十 到 人 
= Ac ATEZ" A Are (1+2 回填 一 十 开 ze Er 
0 a Te 
lm 4 
所 以 / 
iim Ac argf(7) =Hx, 人 
旦 一 十 沾 
因此 
lim Ne= tim A Aref(z) 十 lim 此 | atBf(Z) 一 0 
昌 一 十 呈 
这 说 明 多 项 式 /rz 在 右 半 平面 上 没有 零点 ， 又 因 在 虚 轴 上 f(z) 也 强 
有 零点 ， 总 多 项 式 大 多 的 根 《零点 ) 全 部 位 于 左 半 平 芝 Rer< (0, i 9 
例 3-7 阅 明 多 项 式 ei 
f(z2)=z 二 +267t 二 523 二 82 十 4z 十 1 eet 
的 栋 全 部 位 于 左 半 平 画 Rez<n0 上 。 时 
解 ” 事 实 上 ， 在 内 = 大 2 的 观照 下 , 虚 轴 z=iy(y 从 二 oo 到 一 sy 

者 二 全 人 :和 


3.2 密 3.3 


utiv = y+ 5 (iy 十 8 人 iy)2 十 4(i7)7 十 1， 

再 此 ，. |， 

本 十 03 一 372 十 1， 
HU= By 二 4 

当 ? 充 分 大 时 ，w<0，t> 

六 时 

、 lim 二 一 0。 


Y 一 co 卫 


滔 数 v= 二 (y+ 一 5 六 十 4 的 零点 是 ， 

二 2 
我 们 计算 其 对 应 的 植 是 ; 

uO)=1, HW 二 1)=—2, Wt 二 2)=1, 

再 考虑 到 tt 二 8() 是 3 的 偶 隙 数 ， 而 v9) 是 y 的 奇 画 数 ， 赂 
可 以 给 出 号 轴 的 像 的 草 几 ( 玉 2 的 尼 诸 斯 特 图 元 (图 3,3)),， 这 明 
然 是 很 粗糙 的 图 形 ， 但 对 于 计算 A argj(2) 来 说 是 足够 的 了 。 


= 


庶 轴 的 像 按 负 方向 环绕 坐标 原点 mw 一 0 三国 ， 所 以 
lim 4 argf (2) = -6xo 


根据 上 述 判 别 准则 ， 可 见 上 述 多 项 式 的 根 全 部 位 于 左 半 面 内 。 
尼 奎 斯 特 图 在 数学 上 直观 易 禾 ， 它 已 成 为 人 们 理解 各 克服 反馈 失 
称 现 象 的 得 力 工具 ， 在 美国 这 一 方法 的 应 用 已 普及 到 每 一 个 工程 师 。 
四 、 解 析 函 数 序列 之 极限 函数 的 零点 
， 设 画 数 J(2) (n=0,1,2,…》 在 区 域 多 内 是 解析 的 ， 又 设 序 列 
{ja(z)} 在 多 内 的 每 一 个 闭 子 集 上 一 致 收敛 。 由 第 二 章 $ 2.1 中 的 瑶 
尔 斯 特 拉 斯 定理 , 我 们 已 经 知道 其 极限 画 数 1(z) 一 lim f(z) 在 多 内 是 


解析 的 ， 关 于 它 的 零点 ， 我 们 有 下 述 定理 。 
定理 7 设 开 是 多 内 任何 一 条 若 当 闭 曲 线 ， 它 的 内 部 也 位 于 多 
内 ， 叉 设 对 于 zET, 了 (2) 去 9， 则 对 一 切 充分 大 的 n， 耳 数 J(z) 在 TT 
的 内 部 与 了 有 相同 的 零点 个 数 。 
证 明 由 于 了 久 在 了 上 是 连续 的 旦 不 等 于 学 ， 划 
= intl1(2)1>0。" : 


由 于 [jz)j 在 T 上 一 致 收 合 ， 则 存在 N, 使 得 对 zET nx>N， 有 
fC2) —f02) | Ce 

令 g(2) 二 fn(7) 一 1(2)， 由 风 软 定理 即 得 到 定理 的 结论 。 

推论 1 车 极限 函数 1(7) 不 恒 等 于 零 ， 加 1(2) 的 上 拇 个 零点 是 生 数 
fnc2) 的 堆 皮 的 极限 。 

证 明 设 % 是 1(z) 的 零点 ， 叉 设 在 : 闭 圆 lz 一 zol 所 P 内 不 含有 
1(2}) 的 其 它 备 点 。 设 Px 一 2-*p,，， 根 据 定理 7, 对 每 个 Kk, 二 0, 1，2， 
…, 在 在 自然 数 Ni, 使 得 对 5>Ni, 函数 jn《z) 在 圆 1z 一 z| 过 Pi 内 恰 放 
一 个 零点 zone 我 们 能 假设 Ni 是 严格 单调 增加 和 前。 若 令 

Zr 一 ZU NeneNey, KK=0, 1 2,"*y 

显然 ， 序列 友 #:} 红 证 于 5 | | . 

推论 2 《多 人 尔 维 获 Hurwitz 定理 ) 设 函 数 4(?), n=0,1,2,…， 
在 区 域 馈 内 解析 ， 并 且 异 于 伶 ， 又 设 序 列 {fn(?)} 在 多 的 每 个 闭 子 
集 上 一 至 收 伍 于 其 极限 函数 Xz)， 则 疙 人 在 区 域 窜 内 或 者 恒 等 于 


1 wa 


零 ， 或 者 异 于 零 。 

证 盟 车 极限 函数 1(z) 有 一 个 地 点 ,但 不 后 等 于 兴 ， 则 根据 上 述 
推论 1 交 必 定 是 南 数 和 (2 的 零点 的 极限 ， 这 是 不 可 能 的 ， 六 为 足 
数 加 ( 科 没有 零点 。 定 理 证 上 毕 。 

五 、 请 定 方程 z 525 一 23 十 1 一 0 在 单位 贺 内 根 的 个 数 

设 1(2) 一 一 525 gz) 一 38 一 2z 十 1。 显 然 ， 在 单位 圆周 上 , 1g(2)1 
<<4<5 一 |1(z)| 根据 侦 葡 定理 ， 画 数 了 2) 十 8(2)=23 一 525 一 22 十 1 
与 1(z) = 一 52 在 单位 圆 内 有 相同 个 数 前 零点 ， 而 后 者 在 单位 圆 内 有 
一 个 五 阶 零点 ， 裤 区 一 52" 一 2z 十 1 在 单位 回 内 有 五 个 夫 点 。 


臣 “是 


1. 用 人 


《了 中 ds | (2 $ 
i ta) i er 35° 


2。 用 留 数 方法 计算 下 列 积分 ， 并 用 关于 奇 点 的 劳 衣 展 开 式 以 求 得 留 数 ， 


C | 
C1) 中 ji 2 1 (4 rui 


(2) 中 1 
| xi=# 


(3) 中 ed (4) 中 er —z gz, 
-tr-2|l=-1 rl ZL 
{5) 中 ?92 az， 环绕 顶点 习 x= 士 1， ?= 士 1 的 正方 形 | 
加 logs 
(6) 中 至 1-， (7) 中 _logz_ qz, 
ja i211 C8— 3 
3。 用 食 数 计算 生 明 ， 浴 大 是 一 个 得 贡 整数 ， 则 
-4 . 2rin! . 中 厅 
t 【 基 是 奇数 } 
中 (z+i) dz = | 2 )! (2 站 
0 《 拓 是 个 数 ) ， 


其 中心 是 任何 环境 原点 的 篇 单 闭 国道 《提示 利用 一 而 式 定理 ) 。 
站 计算 积分 


» 123。 


各 Drrde 
是 半 上 


这 里 ， 被 和 语 数 的 单 什 支 选 为 由 过 入 志 z=1 和 = 一 1 的 直线 碌 和 钵 所 稍 定 
芍 ， 昌 在 直线 y=0, x 六 1 土 <a? 一 1)12>0 的 那 一 支 。 
(hh 证明， C2 一 1)Y= afl 1 ?= l(a) | 了 
提示: 者 感 (1 + Vf = 于 2 CD" [0 之 I， 令 扣 = 一 1/25)， 


(2) 对 (1) 中 所 得 到 的 劳 彰 级 数 通 过 腔 项 积分 计算 所 给 的 各 分， 
6， 计算 下 列 消 数 在 指定 点 的 贸 数 ， 

{1) Restz*el/s,)]y {2) ReTesils /x¢, 0]; 

《3) 及 es[zete iT] 《二 Reste/ilogtl/a)}, 11, 
6。 求 下 列 留 数 ， 其 中 衣 是 任何 整数 ， 


《1) 及 es | ztgz， ket | } 《2) Res | tgz/cosz, Rn + 本 | ; 


《3 ResLlter— 1) /slimz, 7]; C4) Restlogze/(2t +4)s,1]s 
{8) ResL1/tz— 1 1 了 4 (8) 及 esECoSsz YY -1111 


《了 3》 Res | lsintcosz), 二 ] $8) Resti/iogs — i}, 6. 


7. 一 个 函数 能 耕 在 其 简单 极点 娃 有 和 零 留 数 ? 一 个 函数 能 藻 宇 其 高 阶 极点 处 
有 和 零 留 数 ? 并 解 秘 之 。 

8， 求 方程 2 一 52t 二 上 一 2 = 全 在 加 jz1 <1 内 根 的 个 数 。 

9. 求 方程 zm8z+10=0. 在 加 |z1<<1 与 加 环 1<1z1<3 内 根 的 个 数 。 

10 .证明 x 二 72+1=6 在 图 环 3/2 之 12z| < 之 2 内 有 三 个 往 。 

11。 证 明 ， 车 ge 则 方程 ee= as" 在 贺 ]z]<<1 内 及 个 根 。 

12。 证明: 车 gt 则 方程 ze*-*=1 在 圆 |z1<1 内 怡 有 一 个 根 ， 县 是正 实 
13。 证 明 ， 方程 z= 2 - e-%2>> 了 在 右 半 平面 内 有 唯一 的 一 个 根 ， 且 是 实 
14。 证明; 如 果 2<l 则 对 于 充分 大 的 #4, 多 项 式 

办 sf3)》 一 了 十 22 十 382 十 主 扫 381 

在 图 1z| 三 Pp 沿 役 有 零点 。 

15。 证 果 ，z8*+333+73+5 在 第 -象限 怡 有 两 个 零点 。 


16。 证 明 ， zt+iz3+1 的 四 个 零点 部 在 图 jzj < 六 内 ， 而 第 一 象限 内 恰 


雪人 


一 信 受 点 。 
17。 证 明 ! 方程 加 (z) = zs4+332+3=0 在 带 域 0<Imasc<i 内 从 有 一 信和 根 。 
18。 利 用 尼 计 斯 特 人 准则 判别 下 壕 和 多项式 的 霍 点 是 否 全 部 位 于 左 半 面 内 : 


(1) 23 十 2 二 82 十 业 { 答 : 稳定 |] 

(2) 223 十 失 十 32 十 1 《 答 ， 不 稳定 ) 
C3) 27t Erit12z+112+ 《 答 ， 丰 稳定》 ，. 
(4) T+2I+ 22+23+1 《 管 : 不 稳定 》3 
(5) z5+ 刘 18234+12z2+8tz+8l 。 《 管 ， 不 稳定 ) ; 
(BY 24 十 厅 23 十 人 3 十 了 了 十 和  《 营 ， 稳定 》，。 


19。 证 明 多 项 式 
Bo,s 


= + 名 + 吾 2+ 全 + 王 
Fey 1+ Bz 21 317 二 站 二 


在 右 半 平 面 上 至 少 有 一 个 零 点 ， 其 中 吾 是 常数 。 


$2 刑 必 留 数 计 算 积分 
2.1 单位 加 膨 上 的 积分 


EF poos6, sin9)d6 的 计算 ， 其 中 p(x, 是 两 个 变量 x 


和 3 的 有 理 涂 数 。 . 
若 我 们 令 z=si?， 则 .… 


cos 9 一 亏 gi . i d0 Es 
于 是 . 
| Plcosd, po #2) 
其 中 口 是 单 位 圆周 |z1 一 T， 而 ” 
pz) 一 vi(z+ 1), ; 1 yp 
是 z 的 有 理 函数 。 因 此 ， 利 用 留 数 定理 ， 有 
| wpaz=- 2ri2> Resy(ay), . (93-21》 


全 全 妆 后 证 


基 中 是 是 岂 困 在 单位 国内 的 极点 。 
全 58 证 明 ; 车 o>5>0， 弄 


2 E 
| 


证 明 ” 芒 上 面 记述 作 变 数 变换 ， 若 C 是 单位 圆周 1z| =1， 则 
二 人 2 T)sdz 埋 。 (xl)dz 
“中 9 H+202/b 41) ”天 0 B) 
re Fiz)dz, 
其 中 
ot VB) pe -evrD) 
ps ~ 


业 二 


是 站 十 20zfb+1 一 0 的 根 。 


加 (C231) 
MD saz-By" 


由 于 根 ,8 的 乘积 是 1， 我 们 有 ]al181 二 1 其 中 |8| 守 jal, 于 是 z=@ 
是 C 内 仅 有 的 极点 ， 原 点 是 二 阶 极点 。 我 们 来 计算 它们 的 留 数 。 


1 
1 旦 在 一 一 
ResFilo) = lim (xz— F(z = lim (2 -DD Gar3 


(a—P): ej 2 py 
b 


一 月 


由 于 F(z) 在 原点 处 的 留 数 是 P(z) 的 劳 庆 展 开 式 中 1/z 的 系数 ， 


如 
1 
(一 a2 +202/b+1) 1+2027b+ 2) a t+) 
所 以 ，17z 的 系数 是 ~ 207b, 因此 
1 a8" ACResF(e) + ResPe0)I= 到 { -学 2a 2w /丁丁 
这 就 是 所 要 证 明 的 针 果 


2» 


2.2 无 限 积 分 的 计算 


定理 1 设 z)? 是 2z 的 通 数 ， 它 满足 下 到 条件 ， 
《1) 函数 1(z}) 在 上 半 平 面 Imz>0 除去 有 穷 客 个 孤立 柯 点 
ciy stn 外 是 解析 的 ， 
《2) f(z) 在 实数 轴 上 没有 极 成 3 
《3) 对 0 和 argz 志 XK， 当 [ 区 | 一 50 时 ，zfz)-0O 


4) 著 积 分 三 f(x) dx 和 人 fx)ax 都 收 俩 ， 则 无 限 积分 
人 fx) dx ori Resf(er), (3-22) 


证 明 ”到 尺 充分 大， 使 得 上 半 贺 ，|*| 之 R，Imz>0 包 售 f(z) 的 
所 有 正 立 奇 点 His Crs Wd 《后 3.4) 日 由 留 数 定理 ， 网 得 


周 3.4 . 
Jooaxt dz 2ni nose) 


其 中 了 x 是 上 半圆 局 。 由 条 件 (3)， 若 民 充分 大 ， 则 对 Ta 上 前 一 切 点 
z 有 1?f0z)|1 之 8， 于 是 


一 ff ftRel?)y Reieid 


| 0 < 人 6 dg = Xe, 


因此 ， 当 Roo 时 ， 积分 | f(z)daz->0。 若 条 件 (4) 成 立 ， 即 得 


+ ”127 * 


《3-22) 式 。 | | 

车 了 (2) 是 有 再 隐 数 ， 它 十 两 个 多 项 式 之 比 N(z27/Dtz), 那么 ， 车 
了 (2) 的 阶 至 少 上 比 NC 的 阶 高 2 次 ， 刚 条 人 省 (4) 是 满 是 的， 因为 当 
充分 太 时 ， 了 (xX) 与 x"?(p2>2) 是 同 阶 的 ， 硬 积分 


J 各 和 和 | 窟 
都 是 收敛 的 。 


例 3-9 证 明 ， 洲 a>0， 则 : 
”de 
加 4 十 闪 和 2 2 : 

证 明 车 zat~0， 我 们 有 z=arei*， 它 有 四 个 根 : aei*'4， 
OR geisrit girr’s 其 中 只 有 前 丁 个 根 是 位 于 上 半 平 页 内 ， 因 珊 
-一 06.* 4， 一 qe3" 以 是 被 积 丽 数 (z: 十 a 人 "1 的 一 阶 极 点 。 因 些 ， 若 
令 了 (2) 一 (21 十 04)"1， 出 


人 rr =2ricResf(01) +Resf(as)。 


设 % 是 ga 与 6 中 前 任何 一 个 ， 风 局 二 一 a', 于 是 
Resi(k)—limtz Ef) = lim 十 2 天 十 区 + 
=1/4k:= —k/40t, | 
:因此 
” dx oo 3 i i - 
| a 一 2Xitoe 4 de 3 4 /fda 


Xi (elt— eis'4y 二 
2a3 


1 
i tisin 4 VE 


旋 . feeaeor idx = /2 G0, 
上 述 定 理 能 推广 于 1(z) 在 实数 轴 上 只 有 简单 极点 的 情形 。 设 9>0， 


之 一 9 是 17) 的 一 阶 极点 ， 则 其 和 贸 数 为 
Resf(a}—iim(z-—a)f(2) 


又 车主 值 积分 
* ]28 = 3 


vV. .| .foax=~ lim[| 二 |] 上 ee 存在 


则 我 们 有 
Y. P. { Yeoax 一 si 这 Res f(a) Res fo)|. (3-23》 


-事实 上 ， 设 Y 是 上 淮 回 周 ， Iz 一 0| 二 Pp，Imz 字 0 《图 3 5》 ， 据 留 
数 定 理 ， 我 们 者 


(PT Ee MT 

从 而 . 

V.P, | Ll f(x)dx— risRes jar) tlimg jz)dz。 

由 于 Tim(z 一 2)7 帮 2 一 Resf(a)， 则 对 任意 给 定 的 e>0， 当 p 充 分 小 


时 ， 有 有 上 zx 一 人 有 一 了 esfka)|<e，， 0<12 一 < 妈 Do 
于 是 


| az= | ce- a)f(2) -。 -| ResfCa) 


下 
二 | Caf) —Res/(0) 1 


但 是 ， 当 Pp 充分 小 时 ， 第 二 项 积分 的 绝对 值 小 于 xe, 而 
= 129 * 


dz ， i . 
{ Restca) 四 irResf ta), 
故 (3-23) 式 是 成 立 的 。 


2,8 利用 若 当 引 理 计算 无 限 积 分 

7 着 当下 再 设 旱 绝 Tn, 一 
{zsE B12z|=Ri, Imz> 0), 
a 是 实 数 。 若 尘 R,->co 时 国 
数 Et 在 某 列 回 弧 了 上 关于 
argz 一 致 地 收敛 于 零 ， 则 对 任 
何 正 数 ,有 


lim grzJeistdz 一 个 。 
Te, 


| - oO 


(3—24) 
图 3.6 证 明 设 z=x+iy~rei”, 


* 根据 引 理 的 条 件 , 当 mn->cc 时 ， 
Ma 一 0，on0， 并 且 mrRo 一 2。 若 oh 则 在 图 弧 AB 和 CD 上 《图 
3, 6 a | ez [=e™: #02, 因而 

| (2) eiizdz Me anRn, 

AN:CD - 


卫 当 ee 时 名 着 这 些 国 弧 上 的 职 分 趋 于 替 。 
由 了 于 在 上 毕 圆 弧 BBC 上 ， 有 


es ded ae tin | 02 


Mo max eC), Un =arcsin 3 
ep 


因此 
中。 g(x)o tdz | <M,R, | = 4 iin sd - 


2 MaRo) einmsdg。 
但 是 ， 由 于 函数 sing16 在 区 间 |。， 二 ] 上 是 严格 单调 下 降 的 ， 记 以 ， 
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因此 
人 
| 网 eCz)er rsdz| <2moR, | e-212s 0/ 
BE | , 


(1?") -0400), 

故 引 理 成 立 。 当 as 时 ， 由 上 述 证 明 过 程 可 知 ， 引 理 也 是 成 立 的 。 
引 理 证 毕 。 

在 上 述 若 当 引 理 中 ， 营 
令 这 一 PP 便 得 下 述 引 青 。 

变形 的 著 当 引 雷 证 
弧 Tr= {PE | 一 及 ， 
Ren<a,a>0}( 几 3.7) 。 若 
阔 数 (Pp) 当 RR 一 吕 时 在 阅 弧 
za 上 基于 argp 一 致 地 收 伍 
于 零 ， 则 对 任何 正 数 +， 有 


lim Flipyeridp=0, 
了 -ev 


{3—25} | 图 3.7 
若 畏 数 下 (2 当 尺 一 ce 时 在 图 绝 TE 上 关于 argp 一 致 霸 收 斧 于 只 ， 
对 任何 负数 t， 有 


tim| F(Wdp=0, (3-26》 
显 一 中 工 ” 


其 中 ?=={pE 窒 ， jp|=R, Rez>a>0}。 

利用 若 当 引 理 ， 我 前 能 计算 另 一 淆 无 限 积分 。 

定理 2 设 NDE, 其 中 Ntz) 和 Dtz) 是 多项式 ， 
D(z) ==0 在 实数 轴 上 没有 根 ， 

四 D(z) 的 次 数 至 少 比 N (2) 的 次 数 大 一 次 3 

但) 六 2 人 
如 -. . sd 


=- 区 Tvw 


全 jxjJeiasdx 一 28i 瑟 Resf(ar)eiia55 (3-27) 


其 中 {a} 是 了 (zy 在 上 半 平 面 的 极点 。 : 
证 明 ”了 到 RR 充分 大 ,使 得 上 学 加 《图 3.4) 包 含 1(2) 的 所 有 极点 
ae (当然 只 有 有 限 多 个 ) ， 于 证 由 留 数 定 更 得 


上 了 (JeiarGw +| fie)eiisdz== 9Ai SResf (Aareiler 。 
一 有 Th ’ 


但 是 ， 据 若 当 引 理 ， 当 Roo 时， 积分 | ，1(z)ei1?dz 趋 于 零 。 散 《3 


27) 式 成 立 。 
倪 3-10 计算 积分 
:一 cos2 dx 
Xo 


解 ” 取 f(?) 一 (2 十 0 六 5 它 在 上 学 面 恰 有 一 个 一 阶 摘 点 z= a 
其 留 数 Resf (oi) 二 lim 《kz 一 ai) 天 2 一 1/2ai， 因 此 ， 由 公式 13-27) 鱼 


得 到 


一 一 — — DXie /2ai—X /ae" 
_ a / 7 名 


人 ei*dx 


对 上 式 取 其 实 部 ， 并 利用 cosx 是 侦 庙 数 ， 名 得 
一 [x 十 到) -1dx= 不 /20e”, 
车 《定理 2 中 的 ) 被 积 通 数 fz) 在 实 输 上 有 一 阶 极 点 0， 则 
VY.P, | jx)e *dx— tri {PRes Cade 二 Re 
(3-28) 
其 中 主 值 积 分 wp 六 reoe “dx=lim| | +| ]fepeesax。 


例 3-11 证 明 ， 者 和 0， 则 


| Sinhx dx — rr 
0 


名 . 
证 明 事实 上 ,1(z) 一 z*! 在 z=0 处 恰 有 一 个 一 阶 极 点 , 其 Resf(0) 


二 注定 二 


二 1， 于 是 据 公式 (3-28)， 我 们 有 
[「 ed _ 
oy 区 9 
对 上 式 职 其 实 部 和 肛 部 ， 我 们 得 到 
vel osxdx 0 
了 dx 一 下; 


第 二 个 积分 市 的 *V.P.? 是 不 必要 的 ， 因 为 当 x->0 时 ，(sinhx)/* 趋 
于 零 。 由 于 sinhx/x 是 位 函数 ， 由 第 二 个 结果 印 得 ， 
二 LS dx 一 Bt 
z.4 多 值 洒 数 的 积分 
人 ee- ecoax，e 不 是 整数 ， 也 能 利用 图 六 积分 进行 计算 。 这 时 


由 于 z+! 是 多 值 函 数 ， 有 必要 将 复 平 面 rn 

洛 正 实 轴 制 开 。 设 天 表示 贺 疝 |z| 一 以 ， 

”表示 四周 |z=P《 图 3.8) 。 
定理 3 设 8x) 荐 2 的 有 理 郑 数 ， R 

并 且 在 正 实 轴 上 没有 和 极点。 车 我 们 记 | 

j(z) 一 2*"1g(z)， 六 县 息 设 ， 当 1z| 一 0 

利 jz| 一 ee 时 ， 好 (2 关于 argx 一 致 地 站 

化 于 等 , 则 图 3.8. 


[i g(xXYdx = es jary 2 Resglop), 


(3-29) 
其 中 ax 是 1(2) 即 g(2) 的 极点 。 
证 盟 事实 上 ,在 TT 上 ， 若 尺 人 充分 大 ， 则 |27(2)| <e, 于 是 
fz) | <efR, 
| fz)az R= 2re。 
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辐 理 ， 在 ? 上， 车 p 充分 小 ， 则 |zf(z)| <e, 于 是 [KZ)|1<e/eo， 养 且 
| f(z | < 二 2rp 一 2 


另外 ， 若 > 一 rei*， 则 我 们 有 ze-! 一 rieite-D9。 当 zx 位 于 正 实 轩 开化 
的 工 哲 时 ， argr—8=—0; GZ 位 于 正 实 轴 裂 纹 的 下 沪 时 ,9 一 argz 一 2X。 . 
于 是 ， 据 留 数 定理 ， 令 p-*0，R->so， 我 们 有 


-由 加 加 
册 于 esrie-0 一 et*iaz， 国 此 在 


| ecodx= TS 向 s Resf(ar)» 


我 们 还 过 注意 ， 当 计算 在 极点 的 禄 数 时 ， 述 必须 给 *™"! 以 正确 的 位 
Taipi? a2) i 0 
例 3-12 证 明 , 若 0<a<l 则 
三 Xdx x 
os 1 Sinax : 
证 明 事实 上 ， 这 里 (2?)==2% 7 'f(1+2), 当 |z| 200 对 ， 因 0 过 
1， 所 以 zf(z) 一 0; 雪人 zj 一 0 时 ， 因 oa>0， 则 zf(z? 一 9。 因此， 车 0< 
a<1， 则 当 有 只 一 ce 时 ， 沿 工 的 积分 趋 于 零 : 当 Pr 时 ， 语 ?的 积分 
趋 零 。 于 是 ， 


起 1 


“ordxyx 2ri 加 
| ef, 


在 点 z= 一 1， r=1, 站 一 放 ， 于 大 
Resf(—1}= lim (ito) = — 1) Di eri, 
站 一 一 自 . 
因此 
. a xe-lidx ， 9 _ 
上 1 十 区 了 一 EG 271 Bri pr 
一 邢 /Sina。 


”车 定理 3 中 的 有 琴 冰 数 2 一 防 概 点， 册 
VP Xig(XNx 一 rs Tt Resjtax) + 
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| torio)Resf(b)} z 


ra {Se ‘Rsg (ep 二 


tCl +e")be Resgdb) )}, {3-30) 


其 中 WP .| x lgtx)dx bm pp pe (| +f Yr-iger)as, 


事实 上 ， 设 1(z) = 二 02， 作 闭 围 道 ， 如 图 3.9 所 示 ， 由 留 数 定 
理 , 我 们 有 


围 3.9 


| ,Ge 人 eaxt + 
+ =2ri 习 Resf(oo)。 和 《3-31) 


这 里 我 们 用 到 了 xe Mi) eriof (tx) 人 A 
中 +22 8《2Z] dz= 中 和 -1 一 和 


+| [Cz—b)f(2)— Resf(b)] -dz 
re 一 bb 
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且 当 r= 时 ， 上 式 右 端 第 二 项 趋 于 零 ; 而 第 一 项 一 rib*-!1Resg(b)y 
及 


9 + 2 lg(z) ds— ble"ioResg (中 5 


十 /£21(z ~ gC2) — — be es "eT DResg(b)1 2 ， 


且 当 ?0 时 上 式 右 端 第 二 端 趋 于 稚 ， 而 第 一 项 为 
xib-!lei"inResg(b), 

注意 到 ， 当 p>0 时 | f(z)dz 一 0， 当 Rco 时 | 1(z)4z->0, 于 是 ， 

在 {3-31) 试 中 令 p>0,，r->0 和 民 一 oo， 即 得 我 们 所 要 求 的 结 梁 (3- 


30)。 
例 3-13 计算 下 述 奇异 稻 分 的 主 慎 : 


7 一 | dx (0<<a<<1)。 


解 联 g(2) 一 (1 一 2)-!， 了 f(z) 一 2*-ig(z)。 由 于 0<a 之 tf， 所 以 当 
p20 入 一 02 时， 对 (2) 玉 0， 这 政 侣 关于 argz 是 一 致 的 。 胃 外 ，z 一 
1 是 g(2) 的 一 防 模 点 ， 其 图 数 Resg(1) 一] 因 旺 ， 出 公式 (3-30): 
我 们 有 


V.P, | ,ax -- nit ets) 一 zetg(7o)。 


1 一 2 


习 症 


1。 焉 和 


(1) 人” > 


pi C2) J Dy 
晶 . 


一 ins 


2 COsp 2 COS30 
(3) | -0053 09， > | ， 5 +4EGS8 2 


《5) J Fr » Bb: (6) 上 本 ony 
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2 OS 让 
{79 | Codde, cay 全 eortosp do 


其 中 1 下 是 个 整数 。 
.下列 各 分 的 柯 丙 主 值 存在 吗 ? : 


(1) 六 -dx C2) 人 er sg 
(3 Es (4) ) | dX。 

， 砷 抽 窑 数 计 芷 下 刚 积 分 ， 必 要 时 用 柯 西 主 值 ; 
(了 | td (2) | { -rs ! 
Sa 0 
‘5) | i " (6) | ey 
0 全 


- 利用 留 数 计算 下 列 积分 。 必 要 时 用 柯 西 主 逢 : 


“CoszX FOS d 
(1) | rod + (2) ] 和 4 十 光 2 十 】 ”3 


CDOSZT 
(3) | g(t yt jd 


4? i Es 其 中 加 Fc， B,C 才 0，4，8，C 是 实数 


. Sinax Tn Adx. 
(5) | : 6) |- I IJCrtI) 


(#17COSX 
人 | 下 和 1 


CS b,c 
{B》 作 ry Cc -x， BC 是 实数 | 且 六 of 尖 01 


* Sihaxcosbx dxs 
“97 上 ~» {we 


其 中 gyBc 是 实数 ， 且 En0 《提示 9inmngreospt = si (otrByx 


se, 1947 & 


和 4 Tsin (Br 


C10) 他 SOS( 基 一 1) dy ， 


和 十 二 
5。 {1) 设 忆 a 是 位 于 下 羊 平面 平 答 为 员 的 半 回 局 ， 记 留 3.10 所 示 。 证 朋 : 


5<0， 母 和 囊 是 多 项 式 ， 且 息 的 次 数 -也 的 次 数字 1。 这 是 在 下 举 平 于 
J 若 当 3 引 1 理 。 


了 3.10 
(2) 用 图 3.10 的 闭 力道 ， 介 许 扣 oo， 计算 (Pez) /Qa er 的 让 
分 ， 并 利用 【13 所 得 到 的 结果 ， 证 助 ， 巷 t<0 且 村 于 一 之 人 to 
Qcry¥0, 则 1 


” PU) Gise rr i - 
_ Le dx= -2ri2 Res | Be EC" ,2 | 3-32) 


共 中 ， 1 2 是 Qtz) 的 位 于 下 半 平 面 中 的 一切 等 点 。 为 秆 公 在 方程 3-32 中 会 有 
负 号 ? 四 
(3) 设 了 (X} 和 他 (4X) 是 实 函 数 ， 用 方程 (3-32) 证 有 肯 : 对 <0， 


人 ”cosrx 0 dx= 一 Re [saRes 人 Ft) i ;3 | » 


Wz) 
pow (3-337 
sin 二 ~ i i 
| Te dx Ln | 27i2 Res (He ,zi ) | 四 
(3-34} 
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其 中 ，{ 2 } 是 鲜 (2 的 位 于 下 半 平 而 区 一生 过 上 ， 
在 (2) 和 (3) 的 篆 损 下 ， 用 方程 (8-33) 是 于 荔 的 。 
6. 用 留 数 计算 下 列 积分 


已 i i + 加 [i 
.dx 
(1) 人 Cx? Se 的 六 (4 二 TCD 


(3) 上 a GT dx 


(1》 解释 为 什么 | (sin24)/(x~i)dx 不 能 用 下 列 人 2 


+ _， Pe) _ 
| sinrx Oy dx*=1lm > Res \ 0) 4 ) | ,> (8-35 


来 计算 ? 其 中 ，{ zs } 是 息 (z)? 的 位 于 上 用 平面 的 一 切 零点 ， 息 的 次 数 - 卫 的 次 
数字 1。 | 

《2》 通过 下 述 公 咎 
i (Be), 0 


= 


和 公式 (3-32) 来 计算 C1》 中 的 积分 ,其 中 , {名} 是 息 (2) 的 位 于 上 半 平 面 上 的 一 
雪夫 点 , 妨 的 次 数 - 卫 的 次 数 全 1 (提示 : 将 sin2x 用 es 和 66-i2r 来 表示 ) 。 
#8。 有 上 用 是 7 中 的 方法 计算 下 剂 积 分， 
人 性 号 姜 
(1) | rT 


(2 | dx, wel, -1<o1, wl 
-mm 于 十 - 


(3》 全 3dx, 0 的 选取 如 (2) 中 斯 述 。 
引 。 解 释 为 什么 措 助 下 列 公式 


“ Pix) - Plz) 
_ Gry Cosr + dx = Re | zxiz Res (Be ， Ff ) |， 也 


米 计 算 ] Cos) /zr + Ddx, 而 六 借助 公式 (3-35) 来 计算 [ Csinx) 7 


{+ 199x。 这 厨 面 -一 个 积分 必须 月 类 歼 位 表 或 计算 机 程序 来 计算 。 
10。(1》 让 (fs +1)jzydzi 
. .. trl™- 1 


4 3399 


(2) 求 | cz+ D/zydz， 其 中 局 是 上 半 国 周 1z[ =1, 0<argz<r, 积 


作 路 人 径 按 友 时 针 方 向， 
(3) 在 (2) 中， 用 C1》 的 .上 六 画 周 夹 积分， 得 到 的 结果 是 寥 是 (1》 
的 一 半 ? 解释 之 。 
11, 
C1) 计算 | “(z+ 了 9/(z 一 Ddz 沿 半径 为 的 上 半 轩 周 积 分 如 图 


3.11 所 未) 


i .图 3.11 . . 
(2) TE (1) 的 答 数 中 令 ex0， 其 极限 是 -经 ji 1/2) Res [C2+ D7 
【2 一直) 1 本 。 


12。 求 了 列 积分 的 柯 西 主 值 : 


te DSS 
全 | ( 守 二 1》 dr 


十 中 . 
(2) | dt 


| COS2T 
-mm (XC— De +1) 


《33 dy 


COS{ 才 /3) 
(4) | /ax, 


tm 本 位 区 
(3) 全 { 先 一 zy TT 


全 Si 了 区 _ 


(6) _ TBATC 


共 中 4,B,c 是 实数 。 玉 >>405。 试 解 赤 ， 若 天 =46r， 和 将 磁 到 什么 困难 , 奶 能 控 
二 aD 


出 其 柯 西 主 住 吗 ? 
13， 求 下 列 积分 的 柯 丁 主人， 


‘17 全 dx 
解释 如 何 由 这 积分 产生 | “sinx /zdx。 
(2) [Snax, 
2 示 : sinsx= 二 - 
1。 证 肯 ; 


(me) a 


提示! 对 jz 沿 如 图 3,12 所 东 的 届 阅 积分 ， 且 介 许 ss Ro0 }. 


图 3.12 
15。 评 项 ， | | 
人 So cas dx =x0b -a), b>0, 人 > 
_ Hs i ; 
(提示 : 被 积 闻 数 等 于 Re -= 一 | )* | 4 


16。 用 图 $8.13 的 韦 道 证 明 ， 


fog /ex +i}dr=0. 
17 | 


{17 让 f dogr) /x +16}dxs 


二 了 和 一 


围 3.13 


{2Y. 求 | loge) /xt +16)dx, 

18, 

(1D 沿 图 3.12 的 力道 信 计 小 ee /zdz， 关 人 许 er0 人 尼 ~oo， 证明， 

性 
"sinx ”CDSY ”ee 1， 
fdr x= | ar- dy 
(2) 在 积分 中 关于 3 作 变 数 变换 yy 利用 来信 社 所 得 的 关于 # 的 积分 ， 
并 证 明 : 


让 


19。 利 用 如 图 3,.14 所 示 的 贺 司 岂 道 ， 还 明 : 
| dr 


nx etl: eSin(r/ey 
20。 用 上 上 奈 围 道 证 明 : 


4 区 二 _ 
| 7 1 


其 中 x "和 2 这 0。 
21。 证明: 


EY gq- | 
三 天: zi ’ Fs 


下 提 水 : 令 革 =e*)， 
22。 证明， 
二 1 是 守 


国 3.,14 


| (《 柯 西 主 信 》。”、.. 
~- Ho Xia a { 到 | 站 + 
x 
其 由 Gm>0，0 0 X10 和 -1<1/aclo， 
23, oo 
‘1 证 朋 t 


、 次 全 Jogz dx = _ 加 


: 和 时 晤 0， 
(2》 证 明 ， 和 和 
z 党 生 -让 
24, 证 昌 z 
ED dr ~ ta 
其 中 420 和 1ca<2。 


踊 。 证 明 ， 


恒 只 BE 中 


$3 劳 斯 - 专 尔 维 茨 判别 法 
3.1 根 全 位 于 单位 贺 内 的 判别 法 


在 近 牧 技术 中 ， 由 于 大 量 底 用 自动 众 制 仪器 ， 自 动 调节 理论 有 特 
捆 重 要 的 作用 。 在 设计 自动 调节 器 时 ， 产 生 的 最 重要 问题 之 一 是 关于 
机 器 一 涯 节 器 系统 工作 的 稳定 性 问题 。 

最 早 的 自动 调节 系统 是 燕 汽机 的 系统 -~ 一 瓦特 离心 调 速 器 。 离 心 
调 速 器 在 18 世纪 和 19 世纪 前 半期 就 其 担负 的 使 命 来 说 是 完全 成 功 
和 的， 到 19 拓 纪 中 时 ， 由 于 靶 术 的 发 展 ， 如 零件 表面 加 工 的 改善， 导 
致 摩擦 的 减 小 ， 机 器 运转 速度 的 提高 ， 汽 门 质 量 的 增加 ， 以 及 减少 束 
庶 对 负荷 的 底 赖 关系 ， 导 致 它 前 构 进 上 的 变化 ， 破 坏 了 调节 器 系统 工 
作 的 稳定 性 。 这 种 问题 归结 为 讨论 常 系数 线性 微分 方程 


L(x) = + 0 (3-37) 
驳 解 的 稳定 性 ， 其 中 aa …on 是 实 系 数 。 我 们 知道 ， 这 种 方程 的 通 
解 是 z 
XEY = Oem erent 二 十 Crepats (3—38) 
其 中 ,Pa ,Ps 是 上 述 常 微分 方程 的 特征 多 项 式 
ACD) = TD 十 "十 (ns 加 站 3-39) 
的 个 根 ，c， cu … cr 是 任意 的 复数 常数 。 设 每 个 复 根 为 pe 一 st 十 
iox， 刚 对 应 于 具有 名 频率 ox 的 振动 为 
ePti—esii(teosgart 十 isi9Zxty 。 
当 sw<0 时 ,这 振动 基 渐 止 的 ， 当 5=0 时， 它 是 调 条 的 ; 而 当 吕 > 
人 0 时， 定 有 无 限 增 大 的 振幅 。 因 此 ， 假 如 我 们 要 使 振动 成 为 不 具有 无 
增 大 的 振幅 的 固有 振动 ， 则 我 们 应 当 要 求 该 特征 多 项 式 4(p) 的 根 全 
部 位 于 左 半 平面 上 。 
工程 师 斯 笃 道 拉 (Stodola) 向 数学 家 答 尔 维 区 (Hurwitz) 提 内 了 上 
述 常 系数 线性 微分 方程 前 解 的 稳定 性 问题 ， 即 寻求 任 一 84 次 多 项 式 
及 (Pp) 的 所 有 零点 全 位 于 左 举 平面 的 判 据 问题 。 霍 尔 维 艾 完 湾 地 解决 


.1 * 


了 这 一 问题 ， 使 控制 理论 的 早期 发 展 强烈 地 强调 基于 劳 其 《Rodqth) 一 
. 割 尔 维 蕊 结 果 的 稳定 性 理论 。 种 尔 纺 交 定理 是 理论 扎实 际 相互 促进 黎 
一 个 很 好 的 例子 。 

近代 计算 机 于 下 的 发 展 ， 又 促使 科技 界 要 研究 离散 调节 系统 成 及 
冲 调节 系统 的 稳定 隆 问 题 ， 而 这 问题 又 果 结 为 多 项 式 A(2z) 的 根 应 完 
全 位 主音 位 图 内 。 

设 多 项 式 A(z) 的 系数 邦 是 实数 ， 并 且 ao>0。 如 果 它 前 所 有 零点 - 
都 伴 于 单位 同和 内 ， 则 称 4( 幻 是 稳定 的 。 设 


六 2 一 2 及 C21 一 Gi 十 四 十 十 2， (3—40 
进一步 引进 多项式 
A a {3—41» 


注意 ， (3-41) 式 中 系数 aiCt==0， 1,2, KK 一 1 的 上 和 佣 天 是 上 指 标 ， 
而 示 是 短 指 数 。 它 们 由 下 述 方 程 所 说 推 地 定义 ， 


,12 《3 一 4 多 六 
其 中 
cr 一 Qt {3—43» 
AA) = ALZY, (3—44) 
于 是 多 村 志 4x(2z) 的 系数 由 下 述 递 推 方程 记 给 出 ， 
dll — tat i=0,1; "sk 1, 3—45> 
并 具有 彻 始 条 件 ~ 
9 一 他。 (3—46% 


车 要 上 述 给 定 的 方程 有 意义 ， 我 们 自然 必须 要 求 一 切 oj 都 异 于 零 。 
下 述 定 理 给 出 了 其 必要 燕 充 分 的 条 件 。 

定理 1 设 名 守 0, 则 下 列 条 件 是 等 价 的 ; 

(1》 窗 现 式 六 (Zz) 尽 稳定 的 

《2) 多 项 式 A44-.1(2) 蚌 稳定 的 ， 并 且 44"!1>0。 

重复 应 用 这 个 定理 ， 于 是 ， 我 们 发现 ，. 若 多 项 式 妨 (?) 姑 稳定 
的 ， 风 一 切 系 数 qs 是 正 的 。 

为 了 证 明 上 述 定 理 ， 先 证 十 述 结果 。 

引 理 1 设 多 项 式 1(z) 的 系数 都 是 实数 ,并 且 共 记 有 的 零点 者 位 . 


< 145* 


+ ~ 112) [< [#2) 1, [zi<1, 
(fn izi=1, 
fz) {> i, lz|>1, 
十 明 - 据 代数 菇 本 定理 ,n 次 多 项 式 在 复 乎 面 上 有 个 根 ， 全 
jz =8I (2-a), lal<l . 
出 
1*(2) BIT (1~02)o 
令 


由 于 a 是 实数 ， 9 =， 因此 ， 指 前 面 所 证 ， 分 式 线性 函数 wi=(z 
一 a2Y(1 一 62) 把 1z1 之 I 的 内 部 一 对 一 地 映照 河 Jjw|<1 上 , 把 单位 
鲍 的 外 部 [z| 之 1 一 对 一 地 映照 到 [wi 之 J 上， 把 jz|=1 一 对 一 地 映照 
到 iwl 二 1 上 ， 因 此 ,项 1z1<1l， 则 

1(2) 


三 1， 让 一 
a 


车 z=1， 则 |w(2)1 =13 车 |2| 主 1， 并]w{2)| 渤 1 可 见 ， 引 理 基 成 
立 的 。 
- 定理 1 的 证 明 若 (1) 成 立 ，A4.(2) 是 蕉 定 的 ， 据 相 理 1 ， 则 
ACON | S10)|s 
但 是 ，Axt0) = 二 GE， AA1(0) 一 8;， 因 冰 : 
es = |at /as 1<l。 . (3—47) 
于 是 方程 〈3-45? 给 出 
atvl—ai — Coty/fat =at):— (CatyJ/ar>0, 
注意 到 已 经 假定 中 >0。 由 于 不 (7) 天 菠 福 洒 ， 冉 引 理 1 ， 唱 当 |#| 字 一 


i=l 


|Arcz) | 1Ar (2) |, 
将 它 与 G3-47) 式 联 立 ，. 我 们 得 到 ， 对 1z| 宇 1, 有 


.A 


| 和光 2 [> [at Wi 

但 是 从 人 -42) 式 中 ， 我 们 发 现 ， 对 |z| 实 1， 

EAb A 

|ArCz) | Oo earl ARC2)|>0。 | 

这 说 明 包 项 式 二 -1t2) 在 [zx| 宇 1 上 没有 零点 ， 因 此 二-14?) 的 零点 全 
在 |?|<<1 内 ， 敌 妃 -1(?) 是 稳定 的 。 
-车 (2) 成 立 ， 如 和 

a lt — (ol) /as = [at — (Cat) /at>0, 
因为 已 经 假定 o 守 0, 这 这 汽 们 得 接 

[gel = |a: Ail<l, 

由 (3 一 42): 式 本 得 


ALC2) a A(z) = 2A 2), (3—48 
EA A or lA Ct), 
AFL2) tA) = AF_ {2), | | 
从 (3- 48) 式 和 (3- 49) 式 中 消 江 A#(z)， 3 《3 一 49 和 


As(z) = 三 Tar ht- 《3 十 - 1 A+.1(z), 


由 于 [ei| 过 1， 这 种 消 . 过 总 是 可 能 | 六， 
因为 Ar-: 2 是 如 冠 扑 ， 据 吉 理 1 ， 列 对 12| 关 1 有 
1Ax-1(2) | 守 |A#_.(z)|, 
又 因 |crl<1， i 对 |z| 谤 1， 我 们 丰 
14; 


| tn1>0. 
这 流明 多 项 区 As) 在 单位 国 的 外 部 没有 罕 点 ， 因 此 它 的 零点 全 在 单 
位 图 内 ， 故 At(z) 是 稳定 的 。 定 琴 证 毕 。 

在 前 面 我 们 已 经 发 现 ，oi>0 对 一 切 下 成 立 是 A(z) 为 稳定 的 必 
要 条 件 。 我 们 现在 证 虽 其 逆 也 是 正确 的 .因此 ， 候 定 一 切 a 是正 的 。 
当 0 之 0 时 ， 平 凡 多 项 式 4 二 稳定 的 ,定理 中 的 4,(z) 是 黎 定 的 。 


a 于 表 相 全 


重复 应 用 定理 1 ， 于 是 一 切 4Ax(z7 弟 稳定 的 ， 因 此 4 nx(2) 是 稳定 的 。 
竺 上 所 述 ， 我 们 证 明了 下 述 定 理 。 

定理 2 设 ai>>0， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) 4,(2) 是 稳定 的 ; 

(2) ak 让 对 天 一 0 12,…,H 一 1 成 立 。 

下 面 .我 们 将 研究 其 实际 的 计算 方法 。 为 了 研究 A&(2) 的 稳定 性 ,我 
们 必须 首先 算出 多 项 式 如 (2 的 系数 。 这 什 事 很 容易 按照 下 面 的 雪 格 
来 做 到 。 


Gu a ** cn-1 ar 
On On-1 "+ Ul on 
2 1 al! as-1, 

Qi as- 和 9 

GT ol 

a a 

oi 


.二 述 4 的 系数 表 (44 到 ) 中 , 侦 数 行 的 元 素 是 由 将 它 前 面 一 行 的 元 素 倒 
-过 来 排列 而 得 到 的 , 麻 数 行 的 元 来 是 利用 公式 (3-43) 与 (3-45) 得 到 的 
oi l=at—eaiis at 
车 所 有 的 系数 astK= 二 0,1,2,… 6) 者 是 正 的 ， 则 让 定理 2 可知， 多 项 

式 42) 是 稳定 的 。 这 些 元 素 as 在 上 表 中 用 粗 体 字 书 写 。 
例 3-14 试 糊 别 多 项 式 有 (62) 一 2 二 0,72: 十 0,5z 一 0.3 是 否 是 稳 


症 的 。 
解 ” 按 前 面 所 述 方法 ， 我 们 得 到 下 表 ， 

、 。 
1 (ai) 0.7 0.5 -03 
一 0。3 0.5 0.7 1.0 -0.3 
0.91 as) 0.85 0,71 
,71 0.85 0.91 0.780 
.356 (at .187 . 
0.187 0.365 0, :5 
中 .258 (ary . 0.258 


可 抑 所 有 ai(k=0.1.2.3) 都 旦 正 的 ， 故 上 述 多 项 式 是 稳定 的 。 

由 于 上 述 计 算 4:(z) Ck 一 0,1,…,n} 系 数 的 计算 表 是 由 递 推 式 确 
定 的 ， 因 此 ， 特 别 便利 于 用 计算 机 来 进行 计算 。 

根据 上 述 定 理 ， 对 于 一 次 、 二 次 和 三 次 多 项 式 ， 我 们 列 出 其 稳定 


的 判 据 。 
设 42 一 z 二 al oo 人 0， 则 42 是 稳定 的 判 据 是 ， 
Qi 一 912>0。 《3-510》 
设 态 ,(2) 二 如 十 1% 十 Wy， 记 9， 则 有 及,(2) 是 稳定 的 判 指 是 ， 
G? 一 G 0, (3—51) 
《95 —a2)2—ai(a —0) > 0 (3—02) 


设 4f2) 二 ges 十 Qj 十 922 十 8s， 之 0， 则 及 (?) 是 稳定 的 判 据 
蚌 ， 
at—as>0, 《3-53》 
(a0 一 和 六 一 《0a0z 一 Ga0122> 0， (3-54) 
(a8 —03)s + (Qs— 901)*(2a1 一 203 a —a8)+ 
二 Cadi — am) 0 一 0 十 20:0 — 2200070), (3-55) 


3.2” 根 全 位 于 左 半 平 而 的 判别 法 
上 面 我 们 讨论 了 首 项 系数 大 于 零 的 实 系数 多 项 式 的 根 全 位 于 单位 
贺 内 的 判 据 ， 现 在 我 们 来 讨论 这 种 多 项 式 的 根 全 部 位 于 左 半 平 面 的 判 


指 。 
设 (2) =Q.27 oz la 二 dn GoD (3—56) 


是 实 系数 多 项 式 。 把 4(z?) 分 成 厅 数 项 A(z) 和 偶数 项 &(z)， 我们 有 
A(z) 一 A(z) 十 妨 (2)， (3-57) 


其 中 
Atz) = hor A) (1)"A(—2)], 《3-58) 


Atz) 2 1 2 [4(Z) 一 《一 1 一 Ze(〔(3-59 少 


从 
。 149 。 


Art2) =aizt ale -lt + at, ¢3—60) 
其 中 (3-60) 式 中 的 系数 aiCGi=0,1,2,…, 一 1) 的 上 角 玉 表示 上 指标 ， 
而 不 是 窒 次 。 它 们 上 由 方程 


A 1(2) Az) — GzAr(z) (3-61) 

有 耶 推 地 定 关 ， 其 中 
8 一 Go7G1， (3-02) 
及 (2) 一 站 (2)。 (3—63) 


很 明显 ， 儿 项 式 丰 :-1(2) 仪 当 a1 关 0 时 才能 有 定义 。 我 们 将 首先 建立 
起 关于 这 一 点 芥 充 要 条 件 。 辣 果 是 ,这 个 问题 紧密 地 与 多 项 式 六.(z) 的 
稳定 性 相 联 系 。 我 们 有 下 述 结果 。 
定理 3 设 at>0， 则 下 列 条 忻 是 等 荷 的 ; 
《1) 多项式 &t7) 的 所 有 的 零点 都 位 于 左 半 平面 上 } 
(2) 多 项 式 有 -1(2) 的 所 有 零点 都 位 于 左 半 平 面 上 ， 并 且 Qi 是 正 
的 [。 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 将 用 到 下 述 引 理 。 | 
引 理 2 若 实 系数 多 项 式 1(z) 的 罕 点 全 部 位 于 左 半 平面 ， 则 
fz2) | < | 7)|, Rez<0Dy 
1 一 | 所 一 人 |， Rez 一 六 
(fz) 1 f(z)|, Rez m0, 
证 明 由 于 多 项 式 f(z) 的 零点 全 位 于 左 半 平 画 肉 ， 我 们 有 


ft2) 一 BIT (2— 0i), Reoa,<0(i=1,2, 1), 
则 于 实 系数 多 项 式 的 复 根 一 定 是 成 对 共 顽 的 ， 所 以 
大 一 3 一 有 IT (一 z 一 0) 一 月 II (一 z 一 Qi)e 


全 . 
Hz) fr Ya 
wD-TEH~ (Ls) 
前 面 我 们 已 经 证 明 ， 分 式 线性 变换 
人 一 
Witz) Ci 十 了 “ 
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拒 左 于 平面 一 对 一 亿 映 照 到 单位 圆 内， 把 虞 轴 岗 照 到 单位 图 周 ， 把 右 
闪 平 面 单 叶 地 映照 到 闭 单 位 贺 的 外 部 ， 因 此 
人 i 一 次 feisy 


WL?) 一 LL witz) 一 了 LT ~ Fz) 


也 共有 同样 的 性 质 ， 故 引 理 是 成 立 的 。 

定理 3 的 证 明 设 上 人 0， 又 4482 的 所 有 零点 位 于 左 半 平面 内。 
我 们 用 反 证 法 证 明 6+ 关 0。 若 0ti<0， 取 z=X>0。 并且 x 充分 大 ， 我 
们 有 


向， x 
人 ACO—X) 
但 是 ， 据 引 理 2， 当 Rez>>0 时 ，| (2)| 汪 > 4x( 一 2|， 这 是 矛盾 的 ， 
故 ai <0 是 不 可 能 的 。 设 对 =0。 洁 所 有 的 偶数 项 系数 全 等 于 等 ， 即 
Ag(z) 三 0， 则 Aitz) = 融 (z)， 于 是 ， 对 z= *>0, 无 论 # 是 偶数 或 大 
琳 数 ， 我 们 有 |Ax(X) |] 二 14xt 一 x*)1， 族 
[A(X) | = [A(Xx)|。 
这 与 引 理 2 的 结论 | 有 .CX)| 1A&( 一 x) | 是 相 巴 后 的 ， 故 个 数 项 系 数 
不 可 能 全 都 等 于 零 , 即 A (2) 关 0, 不 妨 假 设 第 一 个 不 等 于 零 的 偶数 项 
的 系数 是 ai。 若 ai<0， 权 =x>0 并 且 充 分 大 ， 则 我 们 有 
AKCX) | lottaix ?tasx ?+a tt 
A(C—X} 8 
这 是 不 可 能 的 。 若 dt 沁 0， 取 z 一 XxX 十 iy，0 之 x 态 训 之 十 oo0，》 玉 00， 册 
2 | lLas—at(y: — XN) aa (IX — Xr + 
ALCC—2) [os oi XI Darat (aXYy? er 


aiiaix :二 < 
a » 
a atx il. 


|<1, 


. <ls 

其 中 一 x 十 这 是 与 可 理 2 相 泌 拓 的 。 故 ai 0。 
现在 证 明 有 ;_1.(7) 的 所 有 零点 全 位 于 左 半 平面 。(3~59) 式 和 《3- 
8I) 式 给 出 
4x (2 一 (1 一 2 )4k(z) 上 (一 1 A(z) (3-64) 


多 项 式 4&4_1(2) 是 Kk 一 1 阶 的 。 若 我 们 能 证 明 倒数 多 项 式 
* Toi1* 


At_ (2) = lA!) = [(:—%)a+ (z) 
+ 和 De | (3-65) 


的 全 部 零点 位 于 左 半 平面 内 ， 则 Ai-1(2) 的 全 部 零点 也 位 于 左 半 平生 
内 ， 因 为 若 Rez<0， 则 Rez Re # /sl) 0 为 此 ,我 们 考 虚 孙 
数 

PF(z 的 一 二 下 (= 一生) A#Ce) + 评 (—1):At(—2) ,] (3—06Y 


其 中 0<a<ax。 注 意 到 
F(z, a) —zAr._,(z), 《3-67) 


由 于 A&p(2) 的 零点 全 部 位 于 左 尘 平面 , A4*(2) 一 siAp(z-D) 所 以 ,人 


的 全 部 零点 都 位 于 左 半 平 面 。 因 而 ， 出 引 理 2， 即 得 
148(z) 12 | At(—2)|， Rez2z0。 


选取 zz 合 得 Rsz 宇 0， 并 且 
-3#|>| 包 ， 
于 是 ， 由 三 角 直 等 式 ， 即 得 


_ a ce a I 
PCz e)1 一 |z| -中 (z 一 全 ) ar + -DAD | 


> 人 1 什 : 一 和 | seo1 一 | 有 Ag-o1]>%。 


这 样 ， 我 们 发 现 , .函数 F(z,e)? 在 下 述 区 域 (图 3.15) 
G=-{z E BG, Rez>0, |:-2|>|#|} (3-68) 


中 没有 等 点 。 我 们 将 由 此 证 明 F(z, a) 在 右 半 平面 上 没有 零点 。 因为 
F(z,o) 关 于 “是 连续 的 ， 因 面 它 的 零点 关于 也 是 连续 的 。 对 8 一 0， 


我 们 有 
Fez, 0)=ArCz), 


于 是 ,我 们 发 现 ，F(z, 2) 的 零点 全 部 位 于 在 举 平面 内 。 由 于 F(z, 9) 在 


a]52. 


上 述 区 域 G 内 没有 任何 零点 。 因 
而 ， 当 a 增 大 时 ， 对 z 关 0, 没有 1 
一 个 零点 将 越过 进 轴 。 在 右 半 平 


面 上 有 零点 的 唯一 可 能 性 是 : 当 

a 溢 大 峙 在 原点 有 一 个 零点 进入 SS SS 
右 半 平面 。 但 着 \S 

FO, a) = An >0, OSuearo NN 


滞 此 ， 当 & 增 大 时 , 对 a=a/g 6 

二 0x，P(z,@) 将 在 原点 处 有 一 个 

零点 。 这 是 一 个 简单 零点 。 因 为 

下 0 一 0 遂 数 下 (zs ax 坟 

在 原点 处 有 一 个 鹤 点 ， 而 其 它 零 

点 则 全 在 左 半 平 面 上 。 由 方程 

《3-67》 可 知 ，A1-1{(z2)， 因 而 

4xr- 2) 的 零点 全 部 在 左 半 平面 i 

于 。 ”315 
友之 ， 若 4_ 1(2) 的 零点 全 部 在 左 半 平面 上 ， 丸 若 021 利 0s 部 和 是正 

的 ， 那 么 ， 由 (3-59) 和 式 (3-61] 式 给 出 


A 12) 一 Q emt De a -2z), 


As-i 2) (It A 4) —(— 1)" A(2), 


由 这 两 大 方程 消去 Ai( 一 2)， 得 到 

AxC2)—(1 + SE ) As- sl7)— 1) ht 一 2)。 
由 于 a 各 都 是 正 的 ， 所 以 姓 人 0。 对 于 Rez 宇 0， 我 们 有 
qz | ~ 


| 二 分 人 |， Rez2z0。 


因为 -1(2) 的 零点 全 在 左 半 平面 上 ， 由 引 理 2, 则 
[2) [| 一 2)|， Rez; 闻 0， 


* 153. 


联 立 上 述 两 个 不 等 式 ， 四 
1 全 和 

， 下 于 Rez> 0, 有 
[AiCz) | = -|G+ 怠 Qe) A) Dr Ds he- z) 


| | i 一 2 0 


>|1+ Ck | | A Cz) | 一 


这 说 明 多 项 式 4%(z) 在 闭 右 六 平 硬 上 没有 鹤 点 ， 吏 hs(#) 的 零点 全 部 
位 于 左 半 了 平面。 到 此， 定理 证 业 。 

重复 应 用 定理 3、 我 们 发 现 , 若 多 项 式 A(7) 的 零点 全 部 位 于 左 半 
平面 , 则 一 银 多 项 式 Ax(2)，k=n 一 1，R 一 2，…, 0 的 零点 也 全 部 位 于 
左 半 平面 ， 并 且 所 有 的 系数 at 是 正 的 。 反 之 ， 车 所 有 的 系数 90， 
则 我 们 发 现 多 项 式 4( 纹 的 所 有 零点 都 位 于 左 尘 于 面 。 因此 我 们 有 下 
述 定 理 4。 

定 刑 4〈 劳 斯 定理 ) 设 as>0， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) 多 项 式 太 (z) 的 零点 全 位 于 左 半 平 面 ， 

(2) 所 有 的 系数 a1 都 是 正 的 。 

为 了 检验 多 项 式 4(2) 的 局 点 是 否 全 部 位 于 左 举 平面 内 ， 我 位 必 
须 首 先 计算 多 项 式 Axtk 一 0,12,…n 一 1) 的 系数 ， 利 用 下 列表 容易 


做 到 这 一 点 。 
a 如 如 a3 全: 
a 0 a 0 a 
[ 01 一 Qa:*! a 问 

立 1+-! 0 Ai! 0 
2 ot! a 

ai 0 
al 好 1 

得 上 0 


| 


ot 系数 到 中 的 每 一 得 数 行 中 的 元 素 是 由 前 一 行 的 元 索 往 左 提 前 
一 步 ， 并 令 偶数 位 置 的 元 素 为 符 而 构成 的 。 商 数 行 中 的 元 素 61” 是 丙 
个 元 素 of 01 按 下 述 公 式 构成 的 ， 

po Qt iiy i 是 相 数 ， ?=0,1,…-, 上 一 ]} 

" -{ gt 一 a ar ， 是 页 数 ，ak 一 ai/aE 

它们 是 由 (3-61) 式 中 比较 z 的 同 次 究 的 系数 而 得 到 的 。 
”根据 劳 斯 判别 法 《定理 4)、 若 一 切 系 数 吐 是 正 的 , 则 多 项 式 
4(z) 的 所 有 零点 全 位 于 左 半 平面 。 

由 于 计算 是 由 递 推 地 确定 的 ， 所 以 容易 用 算法 语言 来 实现 。 

根据 上 述 定 理 , 现 列 出 一 次 ,二 次 和 三 次 多 项 式 的 根 全 位 于 左 半 平 
面 的 兰 据 。 

设 A(z) 一 ooz 十 0 是 实 系数 多 项 式 , o>0, 则 A(z) 的 根 位 于 左 学 
平面 的 据 判 是 ， 

a>0。 , (3-69) | 

设 4(z) 一 qz 十 oz 十 oa 是 实 系数 多 项 式 ，ao>0y 则 A(z) 的 报 全 

部 位 于 左 半 面 的 判 据 是 : 


{ 2 一 0 (3-70) 
Qi — Qs > 


设 太 (2) 二 607 十 而 2 十 G2 十 上 是 实 系数 多 项 式 , 0， 则 A(2) 
的 根 全 部 位 去 半 平 面 的 判 据 是 : 
站 总 
ai- Goas2>0。 (3-71) 
| dtd ds — nd) > 0 
顺便 指出 ， 原 来 揭 答 录 维 蔬 判 别 法 是 : 
设 六 (2) 二 gq027 十 2"! 十 "十 0 是 实 系 数 多 项 式 , 疡 0, 则 要 使 多 
项 式 4tz) 的 所 有 的 根 都 其 有 负 的 实 部 的 充 要 条 件 为 下 列 不 等 式 成 并 ， 
IB ea 0 | 
>0, Dp,—| a, ga, a >0, 
la a Gs | 


1 An 


虐 
Di=u>0, DD,= 
da Os 


don Qun- dn 和 =- 


其 中 我 们 假定 当 >>n 半 , 二 0。 

综 上 唐 述 , 堆 尔 维 欧 判 别 法 与 劳 斯 判别 法 虽然 结论 是 相同 购 , 但 郑 
振 的 表述 形式 不 同 ， 对 高 阶 多 项 式 来 说 ， 劳 斯 方法 计算 起 来 昌 较 方 
人 恒 ， 但 其 判 据 与 系 煞 的 关系 式 是 隐 式 的 ， 不 像 土 尔 维 蕊 判 据 那 样 一 肘 
了 然 。 

例 3-1 试 证 明 包 项 式 


1 p 1 
成 一 -二 可 71 人 —x 
Cx) 1+bzr3 > 十 3 十 而 二 可 


在 右 半 平面 Rez>0 上 硅 少 有 一 个 根 。 
证 明 ”事实 上 ， 对 上 述 多 项 式 ， 根 据 霍 尔 维 欧 判 据 ， 我 们 经 计 
算得 : 
gs=b/120>0, Di 一 和 一 二 > 


二 -| 
24 120 1 1 ab 
Do 1 pb = (ars gta ax30™" 
2 6 
] 1 bb | 
24 120 0 
pil bb 1 5 . bb _ bb _ bb 
3 | 2 8 24!l 34XGX2 24%120 24%4 4Xx120 
1 | | 
pp 
人 


一 A 
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一 一 


2880 2880 


因此， 根据 付 尔 维 蕊 判 捐 的 必要 性 ，A(z) 在 艺 右 半 平 面 Rez 关 0 上 至 
少 有 一 个 根 。 但 是 ， 由 于 在 培 轴 ，?=iy， 则 
1 


A(iy) 一 1 十 动 y 一 下 这 一 二 7 十 站 2 + ， 


显然 ，4(z) 在 虚 轴 -bi 没有 纯 串 根 ， 因 此 ，4(z)? 在 右 半 平面 上 至 少 有 
一 个 根 。 


pf II 5 十 6 一 0 


习 是 


1。 通 区 4(z) = 六 +0.4z +0.1 的 零点 是 否 全 在 单位 圆 内 ? 
2， 计数 dtz) =25+327 寺 52t 二 1223 寺 B22 ++9z2++1 的 蕉 点 是 否 全 在 左 半 平 膨 


上 ? 
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第 四 章 ” 共 形 映照 及 其 一 些 应 用 


$1 初 每 共 形 喘 展 


1,1 导数 的 几何 意义 


设 消 数 w= 了 (2) 在 区 域 力 内 是 解析 的 ，2,€ 字 , (C260) 半 0。 设 Y(t) 

是 过 点 za 的 一 条 光滑 贤 线 ，0 ss1,70) 一 zt 的 在 点 加 的 切线 与 
实 轴 的 坎 角 为 Atgy/(0)。f(z) 把 ?9 怠 照 成 过 点 ws 一 fm) 的 光滑 弧 
线 og()==1[Y(1)j， 这 是 因为 (26) 考 0; 并 县 97 和 一 了 DY 人) 
0f0)? 一 关 (2zo9200)。ott) 的 韦 线 与 实 轴 的 夹 解 为 

Argu’ (0) = Argef (20) ATEY CO), 
或 写成 

ATEO EO) — Argy’ (0) = Argf’(2,}, 
这 说 明 ; 0 四 在 点 ws 寻 的 切 向 量 的 幅 角 与 7( 引 在 点 类 妇 问 量 的 幅 
衣 之 六 总 基 等 于 Argf/(z), 而 与 YO 无 闫 (图 4.1) 。 因 此 ， 如 果 考 


Y2tt) 
| 人 wile) 


| 
! 


zo 
图 4.1 
虚 过 点 加 的 任意 次 条 光滑 狐 线 Pi Tt O01 FO) = 一 
z,, 它们 在 w= 了 02) 的 映照 下 分 别 被 鼎 照 成 通过 wo 一 了 (20) 的 光滑 训 线 
gf ,02(t), 则 出所 述 ， 有 
Argos (0)—Argys (0) =—=Argr (0) ~ Argy, (0), 
县 ATeo (0) — Argo, (0) =Argy; (0) — Argr1 (C0), (4—1) 


"1588 


其 中 左 端 表示 cf 的 与 54( 引 在 点 Ws 一 了 (20) 丸 的 光 角 ， 右 端 表示 1(t) 
与 入 (有 在 点 加 处 的 夹 前 。( 人 了 起 说 明 ， 在 名 = 关 2 的 肌 照 下 ,在 导 
数 不 为 零 前 点 ， 任 何 末 条 光滑 弧 线 间 的 炎 角 的 大 小 和 旋转 方向 都 是 保 
持 不 变 的 。 这 时 ， 称 (2) 在 点 加 是 保 角 的 。 

以 上 是 导数 的 几何 意义 ， 关于 时 数 裤 的 几何 意义 是 明 亚 的 。 由 于 


limi{2 = Se pr ), 
显然 
FR) ~ FZ0) | 1 
四 
本 =) | -zl+o(lz 5)。 (4-2) 


其 中 of1z 一 z,1) 是 关于 jz 一 zl 一 0 的 高 防 无 穷 小 量 。 上 式 表 示 ， 在 相 
差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 的 名 度 内 ，w = f(2) 将 无 穷 小 圆周 路 到 成 无 穷 小 
圆周 ， 这 时 称 F(X) 在 点 % 具有 哥 园 性 。 

综 上 记述 ， 若 六 (20} 关 0, 则 映照 w= 了 2) 在 点 为 具有 下 述 性 质 : 

(1) 在 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 葛 程度 肉 ， 它 把 无 穷 小 图 周 变换 成 
无 穷 小 圆周 〈 保 圆周 性 》 

(2) 在 点 细 处 曲线 间 所 成 的 角度 保持 不 变 保 角 性 )。 

我 们 称 f(D 在 点 加 处 是 共 形 的 。 

设 务 数 w= 世 妇 在 区 咸 多 办 是 单 吐 、 解 析 前 ， 则 称 大切 是 区 域 
gg 内 的 单 叶 共 形 映照。 以 后 我 们 会 知道 这 种 函数 的 导数 (2) 在 多 内 
处 处 不 等 于 零 。 

下 面 ， 我 们 将 讨论 一 些 景 简单 的 共 形 映照。 


1.2 分 式 线性 映照 
具有 下 述 形式 的 函 煞 称 为 分 式 线性 函 数 或 分 式 线性 陕 珊 ， 


GZz 十 吾 
- 全 一 工 (47 一 cad {4-3) 
其 中 心 局 cd 是 复 常数 ， 且 
A=| J =9d 一 Bc 关 1, (4-4) 


志 ]D9 


当 入 =a0 一 be=0 时 ， 上 (0) 将 基 常 数 ， 志 以 ， 以 于 我 们 总 是 假定 分 式 
线性 函数 (4-3) 满 足 条 忻 (4-4)。 

若 c 关 D0, 刚 路 去 点 2 一 一 de 外 ， 了 (2 是 解 煌 的 ， 我 们 规定 点 z 二 
一 Ge 对 度 于 无 穷 远虑 co0; 若 6 一 0 因由 (4) 式 ，54d 半 9。 L{2) 一 
了 其 中 A=afdB 一 b/d。 这 时 ， 工 (2 是 一 个 线性 五 瑶 ， 它 将 无 穷 远 点 
cc 对 应 于 >o。 

分 式 线性 映照 (4-3) 的 反 函 数 

z 一 EC) 一 一 9 (4-5) 

也 是 一 个 分 式 线 性 有 映照 。 若 c 关 3。 我 们 规定 点 和 =0fe 对 应 于 点 $= 
03 者 5 一 0, 则 点 ?二 00 对 应 于 W 一 co 于 是 ， 分 式 线性 足 照 w= 工 (2) 
建立 了 从 扩充 复 平面 这 上 的 点 到 扩充 复 平面 王 上 的 点 的 一 一 对 应 ， 即 
工 (2 把 嘱 单 时 地 刺 照 到 要。 

车 5 关 0, 网 工 (2 的 导数 党 


Lr(z)— Od — be 


所 以 在 踪 涛 点 z= 一 dj/e 和 z 一 oo 外 ，L'(z) 关 0, 分 式 线 福 映照 是 共 形 
的 车 c= 作 则 工 (z)=Az+B， LGz) 二 A 尖 0, 所 以 L(z) 在 复 平 面 上 
是 共 形 的 。 
设 7? 是 以 点 0 为 加 心 、R 为 半径 的 贺 周 ， 设 2 和 zz 两 点 满足 条 
A | 

2 一 6 一 及 72 一 0)， (4-6) 
别称 zz 是 关于 辐 半 y 的 两 个 对 称 点 〈 图 4.2)。 特 别 地 ， 对 于 圆周 


* 60 "~ 


?7 上 了 殉 总 ， 稻 它 的 对 称 点 页 是 其 自身 图 心 z 一 4 和 无 穷 远 所 2= co 也 
看 作 是 关于 的 两 个 对 称 点 。(4- 人 ) 式 罕有 明 ， 两 个 对 称 点 ?1 与 名 都 位 
一 盯 通 过 点 9 的 射线 上 上 ， 并 且 [z1 一 21* 1z3 一 41 二 RR?。 
为 了 证 明秀 式 线性 映照 的 许 质 的 项 要 ， 我 们 来 证 明 下 述 命 感 。 
命题 ”任意 一 个 图 导 都 可 以 玲 示 为 


| =k, C4-7) 

共 中 是 正 实数 ，z, 与 如 是 关于 它 的 两 个 对 称 点 。 当 天 1 时， 这 个 
圆周 竟 阅 心 和 半径 民 分 别 为 

Zz, 一 oy 

如 一 Tk， 及 Ri 《一 8 


证 明 设 zzz 基 某 个 图 周 ?1z 一 @| 一 六 的 两 个 对 称 点 ， 生 天 za 
Za 二 PDs, 和 一 在 二 有 8 Di 一 及 2。 省 5 人 1 时，z 一 4 十 Re .，0 委 < 


2 T, 我 们 在 
zz | 一 Re | 一下 a 一 人 一 关 关 工 
FY Rear — pati’ RIpei? — Rei ' 


可 见 赔 周 上 的 点 满足 方程 (4-7), 其 中 =p1/ 尼 =R/ps 关 1。 曙 外 ， 由 于 
2 | 一 下 Za 一 如 [一 下》 十 2 这 CPP; 一 大 30 =a(1—K), 


局 [a >» 1 
[zz 一 [eCps 一 p29) 1 一 名 一 各 | 一 R|g 一 二 |， 


可 见 (4-) 式 记 满 足 。 
反之 ， 若 ?满足 方程 (4 下 ,其中 此 关 1, 即 |x 一 ?| 二 1z 一 三 |, 由 于 
对 任何 复数 5464, 有 - 
本 —k?e | — ke 一 号 二 C1 — ht sl —k lS *), 
把 这 关系 式 应 用 于 后 一 z 一 2 人 一 2 一 如 刚 有 
[gs ke) | (C22 {2— |?, 
即 
(1 RD) — (2 — kv) ] 一 丰 | zi 一 | 。 
上 式 丙 边 除 以 |1 一 k*|, 便 得 到 


+ _k|z,— ?| 


一 大? 11-: -| ” 
» 181 =» 


撮 -|z—a|=R, 
其 中 入 正如 (04-8) 式 所 定义 的 ， 


2 一 成 27 加 12 一 2 | 
五 一 I 本 R 1 时 
1—k: ? [1 ~—R2| ” 
于 是 ， 易 知 
Kk 
HO (2 1) 2 一 了 Kz 一 Z1), 
Ri 
Za —(—- 
垃 ; 一 如 


凯 以 ,是 关于 加 局 |z 一 4| 二 R 的 两 个 对 称 点 。 

当 二 1 时， 分 程 (4--7) 退 化 成 
工 一 2 
立 -一 Zr 


最 然 ， 它 表示 一 条 直 统 ,而 是 关于 1 的 天 个 对 称 已 “图 4.3)。 


本 4.3 
如 果 拒 复 平 画室 上 的 直线 看 作 是 扩充 复 平面 上 经 过 无 和 旁 运 点 3 
co 的 圆周 ， 那 么 ， 对 任意 实数 K> 0, 在 扩充 复 平面 上 ， 方 程 (4-7) 都 
表示 一 个 圆周 ,而 且 , 当 且 仅 当 并 一 1 时 ，(4- 7) 式 表示 这 个 圆周 经 过 点 
“一 co 即 为 一 条 直线 。 
现在 ， 我 们 可 以 利用 上 述 命题 来 延 阴 分 式 线性 映照 的 下 述 重 要 性 
质 。 
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定理 1 任意 分 式 线性 映照 


w=L(z) = 2 


(bea0) 


将 图 启 玉 映照 成 圆周 旦 ,并 且 拒 关于 到 的 两 个 对 称 点 了 腹 照 成 关于 瑟 的 
两 个 对 称 点 。 
证 明 设 z,% 是 关于 加 周 玉 的 琴 个 对 称 虚 ， 红 到 2 则 圆周 下 可 
表示 为 
ed -|= k (>0), 


= 


欧 z 二 LC) 二 一 一 一 一 代入 上 述 方 程 ， 得 到 


一 如 十 三 


eit : 


即 Cet Ow Canth) | 一 天 (4-9) 


tent dw— (ess th) 


车 ct 十 d 关 C6 十 4 关 0, 那么 由 (4-9) 式 得 到 
dh 


二 hh， 
- i _. dz 二 bh 了 _ zs 十 蝇 
其 中 一 一 这 十 Ta {za) cz Tad? 
R= cz 十 如 


由 上 述 命题 ， 已 :| 光一 是 一 个 回 同 ， zs Va 网点 的 映像 Wl， 和 Ws 


是 美 于 吾 的 两 个 对 称 点 。 车 cz 十 4 二 0, 那么 cz 十 d 尖 0,221 十 b 关 0, 因 
为 只 有 一 d/c 对 应 于 一 0。 由 (4-9) 式 得 到 
他 2 十 轨 


Wiczs 十 G) — (ez, Lh) =%, 
_ _ [az, +D!| 
时 [wo wl lez, al? 
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这 是 W- 平 面 上 以 点 Wi 为 国 它 的 当 赂 ， 点 Wi 一 oo 《点 2 的 像 ) 与 点 
ws 是 关于 这 个 加 有 周 的 对 称 点 。 若 cz 二 G=0, 那么 ,czl 十 G 关 0,022 十 B 乱 
6, 由 (4~9》 式 得 到 . 
[wicetd) — (aztb)| = inz 十 总 | ， 
经。 十 在 
2 十 节 
这 是 W ~ 平面 上 以 鸭 :为 圆心 的 加 周 ，W 与 wa 一 co (点 %% 的 德 ) 是 
关于 这 个 圆周 的 对 称 点 。 定 理 证 毕 。 
综 上 所 述 ， 任 意 一 个 分 式 线 性 冯 数 
_ os 十 五 
C02? 
有 下 列 性 质 : (I) 它 是 把 扩充 2 平面 且 照 到 扩充 Wy~ 平 面 上 的 单 时 共 
形 脆 其 ; 
(3)》 把 扩充 z- 平 而 上 的 人 尾 苛 一 个 图 周 都 映照 成 扩充 WwW- 平面 上 的 
一 个 圆周 〈 保 存 圆周 性 质 》 : 
《3) 把 关于 圆周 天 对称 的 任何 一 对 点 ,都 映照 成 关于 圆 局 天 的 像 
对 称 的 一 对 点 《保存 对 称 点 性 质 ) 。 
现在 ， 我 们 来 讨论 分 式 线性 通 数 (4-3) 的 不 动 点 。 一 个 分 式 线 性 
轴 娄 上 (2) = 二 C07 十 /ez 十 候 , 60 一 开关 09， 除 去 I(2) 恒 同 于 x 外 (32=4d 
二 ], 了 b=c 二 0), 它 的 不 动 成 ， 甩 使 得 L(t2)==7 的 点 至 多 只 有 两 个 ， 这 
是 因为 方程 工 (2) =z, 即 
CZ2 ta—0)z—b=0 
至 多 只 有 两 个 根 ， 当 ec 关 0 时 ， 它 怡 肥 两 个 不 动 点 (可 能 重合 ), 当 ?= 
0 时; 上 上 (2) 二 Az 十 B, 症 站 关 1 则 方程 42 十 B=z 的 根 2 = 一 了 AAA 一 1 
及 入 二 oo 是 工 (2) 的 不 动 点 ! 车 ==1, 则 工 (71) =z 十 B, 它 是 一 个 平移 ， 
仅 忆 z= oo 为 不 动 点 。 
定理 2 设 z,z; 和 zs 是 扩 兖 z 平 画 上 人 性 党 给 定 的 三 个 不 局 点 ， 
Wi Ws 和 W; 是 扩充 汉 平 面 上 任意 给 定 的 三 个 不 同 点 ， 则 存在 唯一 的 
一 个 分 式 线性 函数 上 (z)，, 使 得 
2) 一 mWj {j=1,2,3), 


地 全 一 证 | 二 色 


dad— bcp 


和 = 


证 明 为 了 要 建立 一 个 浇 足 上 述 条 他 的 爱 沼 ， 我 们 考 虚 一 个 辅助 
的 台 平 画 ， 易 见 
Lo ZX 2 一 加 2 WW Wi Ws 
YE 客 。 一 放 WO— OW 


分 别 将 iy sy 天 VW Yrs Ts 喘 照 成 Qs 1, 000 队 这 栅 个 方程 中 消去 e， 
得 到 


WW Wa— Wa_ ZZ 一 2 《4-10) 


证 一 名 3 Ws 一 1 之 一 了 3 忘 5 一 立 1 


它 是 一 个 把 点 2 于 与 2 分 别 上 映照 成 Wy Ws 与 ws 的 一 个 分 式 线性 瞻 
照 。 记 作 王 [27 。 

我 们 证 明 这 秘 分 式 线性 映照 是 唯一 的 。 设 和 分 式 线性 映照 已 (2 纪 使 
得 荆 (27) 二 w(tj 二 1, 2.3)。 考 虑 复合 映照 

t=Li'TL(z}], 

显然 这 是 一 个 分 式 强 性 函数 ， 并 且 使 得 Ezy) 二 zy(j 二 1, 2,3)。 因 此， 
ITIL(z 站 至 2 故 卫 (2 王 工 (z)。 

从 这 个 定理 可 以 导出 下 述 定理 3。 

定理 3 对 扩充 z- 平 面 上 的 任何 一 个 圆 ， 都 可 以 找 一 个 分 式 线性 
上 映照 将 它 鼎 照 成 扩充 -平面 上 的 任何 一 个 赚 。 

事实 上 ， 我 们 只 要 在 扩充 z- 平 面 中 的 那个 图 域 史 的 边界 扩 上 任 
取 三 点 zyzz 与 zs 使 得 在 圆周 上 从 二 到 2X， 人 只 Zz 到 zs 的 方向 关于 那 
个 男 域 来 说 是 反 时 针 方 向 好 正方 向 ), 男 外 ， 在 扩充 w- 平面 上 的 可 
域 <8 反 网 周 万 上 也 任 取 三 点 Ti Was as 局 样 地 , 它 们 关于 这 个 圆周 
也 是 按 反 时 针 方 向 排列 ， 并 县 按照 公式 (4-10》 建 立 一 个 分 式 强 性 陵 
塌 , 那 么 ,根据 分 式 线性 号 照 的 和 性质， 这 个 上 脆 照 一 定 把 圆周 无 喘 照 成 
畔 周 瓦 , 并 且 拒 贺 域 绝 映照 成 加 域 统 ', 因为 共 形 爱 照 具有 保 方 向 性 。 

现在 来 研究 分 式 线性 映照 的 几 个 重要 例子 。 

一 、 把 上 半 平 面 观 照 成 单位 陪 

设 已 经 给 定 上 半 平 面 内 的 一 个 点 a, 它 将 被 哎 照 成 w 二 0, 根据 分 
式 强 性 了 画 数 的 保存 对 称 点 的 人 性质， 点 6 关于 实 轴 的 对称 点 a 将 对 应 
子 w=co, 因 此 ， 记 求 的 映照 应 当 是 
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w=k z (4-11) 


一 站 
的 有 形状。 其 由 天 是 -一 个 常数 因子 。 由 于 这 蝇 照 要 把 实 费 上 的 点 上 映 照 到 
单位 圆 局 |w| 王 1 上 上， 特别 地 ，z= 的 像 应 在 |w ,= 二 1 上 ， 到 兹 
1= ka = [|k|, 
Er 
故 归 数 
Ww ei 《4-12》 
证 一 立 : 


就 是 我 们 所 要 求 的 且 照 ， 其 中 & 是 任何 一 个 实数 。 
根据 定理 1， 分 式 线性 函数 {4-12) 将 上 半 ”平面 工 美 于 以 aa 和 


开 为 对 称 点 的 圆周 族 |* 二 2 | 二 k(k 过 1)， 有 映照 戌 w- 平 面 上 的 同心 圆周 


旋 1wi 二 ,把 位 于 上 半 z 平面 上 的 通过 点 a 和 a 的 那些 图 周 弧 族 映 照 
成 |w| < 之 1 内 的 半径 求 (参看 图 4.4) 。 


图 4.4 


二 、 把 单位 圆 映 照 或 单位 图 
设 已 知 1?! 之 1 的 一 个 点 4 被 映照 为 [wl <<1 的 圆心 ， 于 是 点 6 天 


于 单位 圆周 |z| 一 1 的 对 称 点 1/ a 将 被 映照 成 无 穷 远 点 加 = co 因此 ,所 


求 的 映照 应 当 是 
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的 形状 ， 其 中 K: 是 一 个 复 常 数 。 由 于 这 个 映照 应 把 |z]=1 上 映 腿 成 
Im =1 上 ， 特 别 地 ，z=1 的 像 应 在 | 记 |[ 王 1 上， 即 


| t= 一 [Kk | =1, 


因此 ， 可 以 职 友 一 ei*, 放 函数 
| wein .<— 0 
了 一 -如 这 
就 是 我 们 内 要 求 的 映照 ， 其 中 4 是 任何 一 个 实数 。 
根据 定 一 1， 在 这 个 分 式 线 往 映照 下 ， 单 位 图 |z| 过 1 内 以 a 和 


1 两 个 点 为 对 称 点 的 贺 读 | < | 一 kCk<1) 被 映照 威 同心 贺 族 


[wl ==k, 位 于 |z| 过 1 内 的 通过 a 和 17a 的 那些 加 弧 被 映照 成 |wl<<1 
内 的 半径 束 (对 看 图 4.5) 。 
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三 、 把 加 周 映 轴 成 圆周 


(4-14) 
将 贺 同 |z[=P 映照 成 贺 周 |w| 二 1。 若 14| < 之 9， 则 它 将 1 过 Pp 上 昨 照 到 
Iw 二 1 上， 而 将 1x|>p 岗 照 到 Iw| 守 1 上。 车 14| 守 声 则 它 将 |z1>P 


映照 到 jw| <1 上 上， 而 将 jzj <p 隔 照 到 |wl>1 7 
四 、 把 圆 弧 三 角形 肌 照 成 直线 三 角形 


二 67 = 


#~ 平 面 色 -平面 


围 4.6 
考虑 2 平面 上 交 于 点 2=a 的 三 条 圆 弧 (人参 姓 图 4.6) 
其 中 癌 弧 三 角形 BCD 的 三 内 和 角 的 关系 为 8 十 8 十 ?一 oo 考 虑 变换 


y (4-15) 


它 将 点 4(z= 9) 觅 照 成 一 co, 而 将 点 B(z 一 四 喘 照 成 w=0。 根 据 分 式 
线性 变换 的 性 质 ， 变 换 《4-15) 将 贺 弧 三 角形 BCD 映照 成 直 弘 三 角形 
BCD', 将 圆 扳 BC, BD, DC 分 别 竖 照 成 直线 段 BIC', BD', DC 且 保 
持 对 应 的 内 角 分 别 相等 。 

五 、 把 王 半 平面 瑞 照 成 上 半 平 面 

设 在 实 轴 x 上 任意 取 定 三 个 不 同 的 肥 二 XK=1,2,3), 在 实 辖 区 
上 和 任意 取 定 三 个 不 同 点 文王 册 (k==1,2,3) ,我们 就 可 以 利用 公式 【和 
102 得 到 所 要 求 的 分 式 线 星 英 照 。 直 于 和 和 (KR 一 1,2,3) 都 是 实数 ， 
那么 由 公式 (4-10》， 便 得 到 

oz 二 bh 


的 形式 ， 其 中 a,b,c 和 都 是 实数 。 为 了 村 使 它 将 上 半 :- 平 面 映照 成 
上 半 ww- 平面 , 则 导数 " 弛 在 实 轴 x 上 就 必须 是 正 的 : 


dw ad—be 
dz 1 zx Cext dy >0, 


由 此 记 有 有 al 一 be>0。 因 此 ， 在 a,b,c,d 都 是 实数 并 是 满足 条 件 ad4 一 be 
2>0 时 ， 人 公式 (4-16》 便 给 出 了 所 要 求 的 峡 腿 。 
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1.3 ”函数 加 =2" 上 与 ww 一 心 z 的 喘 早 


我 们 知道 一 2 为 任何 一 个 正 整数 ) 是 复 平面 宅 . 上 的 单 值 函 

数 ， 并 且 蚌 整 孟 数 。 如 末 在 z- 平 面 与 Ww- 平面 中 引用 极 坐 标 ， 令 
z=reif, w=pei”, 
那么 由 外 =2", 便 得 到 
p=r, P=n0, 《4 一 17> 

这 说 明 当 日 从 0 增 至 2 天时 ， 中 就 从 有 0 增 至 2 mr 本 见 风 一 刀 将 开平 
面 客 卫 早 成 六 重 的 妨 平 面 。 因 此 ， 它 在 全 复 平 面 上 虽然 是 单 值 的 
但 并 不 是 单 叶 的。 为 此 ,有 必要 讨论 它 的 单 叶 性 区 域 , 即 对 这 区 域 中 的 
任 人 局 两 点 2,2 若 五 尖 2 则 其 对 应 点 WW 二 27?，Wa 二 ?7 一定 不 同 ， 即 
WW| 尖 Wz。 ， 

我 们 考虑 扇形 V4 

Ds 天 < 一 (十 1) (k=0,1,2,.",n—1), 


由 《4-17》 式 可 知 ， 在 w=z" 的 映照 下 。 每 一 个 扇形 多 ; 被 单 叶 地 共 
形 小 照 成 去 控 正 实 轴 芍 w- 平 面 ,Qnr 中 的 每 一 条 半 射 线 (arg7 二 9 被 觅 
照 成 人 w=0 出 发 的 半 射 线 (argw 二 R90), 人 2 中 一 切 以 2 二 0 为 圆心 的 
圆 统 (jz| =r) 被 跌 必 成 以 m=0 为 圆心 的 癌 纪 (Cw| = 二 1*}。 可 见 餐 一 个 
请 形 铸 ; 都 是 必 =z? 的 单 叶 性 区 域 ， 而 w=? 是 BZ 上 的 单 叶 共 形 映 
拓 。 . 
函数 w= Zz 是 z=w?" 的 皮 函 数 ， 它 是 一 个 三 值 函数 ， 在 极 坐 宗 
下 ， 它 可 表示 成 
. Ww fet e+ (k=0,1,2, “HA 1)。 
厌 点 ?=0 和 和 无穷 远 点 z 一 c 是 它 的 支点 ， 在 油 负 实 胃 制 开 的 复 平 而 
上 ， 它 的 每 一 个 单 信 连 续 分 次 函数 : 
wi—= |2|*exp{ (argz + 2kx) /n}, 一 开 -ArgZ< 亿 E 


都 是 解 白 的， 而 且 是 单 叶 的 , 因 | we 二 jz1a argwi 二 argz 十 2kxfn， 认 
wx(2 将 没 负 实 铀 割 开 的 区 茂 单 叶 地 闪 形 呐 玫 成 w- 平 而 上 的 角形 区 域 
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Qx=fwe -1 < arg we Dr) 


1.4 入 诸 夫 斯 基 函数 zo 一 下 (> 二 二) 及 其 反 函 数 ， 


我 们 已 经 知道 ， 而 数 -了 (: 1 工分 别 在 单位 国内 《lz1<1T) 和 


在 单位 男 外 (jzj>1) 都 是 单 叶 的 ， 而 旦 除 掉 z= -0 和 zs 一 吕 外 是 解析 
的 。 为 了 研究 它 的 映照 情况 、 我 们 令 
=eos Hisind), Ww 二 妇 十 i 


并 且 把 实 部 和 建部 分 开 ， 便 得 六 


4 一 六 F 十 工 )eos 9， v=2( 1)sing, (Cd—18) 


于 是 ， 我 们 看 到 ， 每 一 个 圆周 iz! =m>>1 在 这 个 网 照 下 被 映照 成 栅 
加 ; | 
(ya)2 二 (byb)2 一 1 (4-19) 
AR 


这 梧 园 当 m->1 时 ,被 缩 成 4 辕 上 的 一 段 直线 及 [一 1, 13, 当 rr>0 时 
尊 向 无 穷 远 。 因 此 ， 这 画 数 把 单位 加 的 内 部 |z| <1 单 叶 .地 枫 到 线 刀 
[一 1 二 的 外 部 上 《参看 图 4,7》， 并 量 把 下 半 单 位 加 周 4 中 公映 照 
成 直线 段 [ 一 1 1 的 下 沿 ADC, 把 上 闪 单 位 咖 局 CB 入 里 时 成 直线 全 
[一 1,1] 的 CBA。 

我 们 还 可 以 媳 到 ， 半 径 arg z 一 9, 在 这 个 画 数 的 映照 下 被 呈 照 成 
双 曲 线 


中 | 
cos28 sin:0, 一 | C4-20) 


(图 4. 7(0))。 这 些 双 曲线 的 焦点 与 那些 李 回 (4-19) 的 焦点 相 辣 ， 都 位 


于 一 1 和 和 1 这 两 个 点 。 
这 个 把 单位 圆 奸 |z| 守 1 单 叶 地 并 形 上 映照 感 全 Ww- 平 面 除 去 型 纹 
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图 
[一 1,11 的 需 扶 夫 斯 基 丁 数 w== 士 (z 十 二 小 在 平面 流体 力学 、 弹 性 力 


党 和 渐 裂 力学 等 领域 内 ， 特 济 在 平面 补 咽 的 绕 流 问题 方面 有 杰出 的 应 
用 。 
这 个 函数 的 反 函 数 

二 WW 十 vv 一 了 (4d-21) 
是 一 个 双 秆 男 数 ，Ww 二 十 I 和 Ww= 一 1 是 它 的 支点 , 在 全 平面 除去 线段 
[一 1 的 区 域 留 上 二， 它 被 分 成 两 个 单 值 连续 分 支 防 数 

T=WHv Wl SW—v wil, 

它们 是 区 域 镭 上 的 单 叶 解析 本 数 ， 是 多 于 的 共 形 映照 ， 而 且 2 和 一 
1。 当 Ww>1 时 ， 营 取 定 vw’ 一 1 是 正 值 的 一 支 ， 则 一 w 十 vw: 一 1 
把 区 域 多 单 叶 地 共 形 职 照 成 单位 园 的 外 部 1z[ >>1, 把 那些 椭圆 (4-19) 
有 喘 照 成 单位 图 外 的 同心 圆 1z| 一 mm >>1, 把 那些 双 有 曲线 (4-20) 有 映 痕 成 单 
候 圆 外 的 那 部 分 半 射 线 arg z= 二 8。 
战 关 系 式 (4-18) 我 们 还 可 以 看 出 ， 需 廊 尖 斯 基 男 数 也 把 单位 加 内 
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的 回 周 jz1 =r,<1 跑 照 成 具有 六 轴 o 一 省 (r 十 二),5 一 地 ( 产 一",) 约 


椭 贺 。 这 些 冬 贺 与 由 赔 周 [z; 一 训 全 1 卫 路 成 的 那些 酉 圆 (4-19) 相 同 ， 
不 过 方向 相反 。 基 此 ,这 函数 把 单位 贺 交 内 部 1z| 过 1 也 映照 到 加 上 


的 线段 [一 1， 1 出外 部 区 堪 儿 ,这 时 上 半 单 位 图 周 ABC 被 跑 照 成 虱 


继 [ 一 1, 13 药 下 沿 ADC, 而 下 半圆 周 CDA 被 映照 成 裂缝 [一 1,1] 的 上 
沿 C38A&, 这 个 羡 数 的 反 函 数 有 二 证 一 VW 一 1 把 区 域 多 单 时 地 菱形 
映照 成 单位 因 的 内 部 |z1 过 1, 把 这 些 衫 加 峡 筷 万 同心 图 1z1 二 rm, 之 l， 拒 . 
那些 双 曲 线 (4-20) 映照 成 单位 图 内 的 半 和 从 atgz 一 0。 
下 着 我 人 来 介绍 山 麻 夫 斯 基 辟 形 ， 这 是 一 种 代 助 于 估 廓 夫 斯 基 变 
撞 所 得 到 的 机 可 前 面 的 器 形 。 
在 将 机 如 剂 凋 跌 照 碟 近似 阅 周 曲线 的 实际 问题 中 ， 奕 枢 
— _ KK 
TF Re Te) (4-22} 
是 重要 了 的。 车 杭 翼 在 后 缘 有 一 尖 点 ， 记 8 二 (2 一 x, 风 8B 荐 机 器 剖面 
在 这 一 点 的 工 部 和 下 部 切线 的 夹 角 。 若 在 2 平面 上 面 一 个 圆 ,， 它 通过 
点 ?二 一 0, 并 把 点 z=" 包 图 在 其 内 部 , 昌 与 连接 2= 一 tc 和 z=? 两 点 的 
连 线 次 于 z 二 ec 十 e, |sl 是 小 的 ， 则 这 个 加 被 变换 《4-22}》 贞 照 成 w- 平 
面 上 机 剖 形 状 的 明 线 。 
特别 当 c 一 1,KK 一 2 时 ， 我 们 将 详细 地 讨论 。 
在 研究 空气 线 机 要 流动 的 实际 问题 中 ， 所 要求 的 变换 是 这 样 的 变 
摘 ， 它 把 机 加 前 面 的 外 部 区 域 吴 于 成 圆 或 近似 圆周 曲线 的 外 部 区 域 。 
当 c=1, 开 一 2 时 ，〈4-22)》 式 成 为 
7 =-( 和 了 ， (4d-23) 
它 把 -平面 上 经 过 点 ?二 一 1 和 各 含 点 z 一 1 的 圆周 里 照 成 w- 平面 上 
的 惨 形 申 线 ， 即 所 谓 怖 高 夫 斯 基 淹 面 。 
我 们 容易 地 看 出 ， 《4-23》 式 是 与 已 经 讨论 这 的 空 换 
Ww=z 十 字 (4-24) 
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是 一 样 的 。 

若 C 是 z- 平 而 上 经 过 点 z= 一 1 且 使 得 点 2 二 1 在 其 内 部 的 圈 岂 ， 
则 变换 《4-24》 洪 形 地 将 C 的 外 部 映照 到 侨 科 夫 斯 基 剂 面 F 的 "外 部 。 
曲线 卫 的 形状 能 容易 地 从 艺 得 到 。 事 实 上 ， 可 用 作 图 法 求 得 。 对 CC 


上 的 每 一 点 z, 把 失 量 z 与 和 失 量 二 相 加 ， 即 得 在 变换 (4-24) 下 的 像 。 


参看 图 4.7(c)。 


我 们 还 可 以 将 变换 (4-23) 看 成 下 列 三 个 变换 的 复合 


名 . 
tl et, wetl, 
圆 转 C 被 第 一 个 变换 映照 成 六 平面 上 经 过 t 一 0 的 加 Ps 第 二 个 变换 将 
圆 了 变 成 纪 平 面 上 的 它 肚 曲线 ， 其 尖 点 位 于 5 一 0 第 三 个 变 哆 将 心 防 
线 变 换 威 ww- 平 面 上 的 喜 形 曲线 F。 

由 于 2=1 对 应 于 + 二 o0, 因此 CC 的 外 部 被 共 形 地 肌 照 成 工 的 内 
部 ， 心脏 线 的 内 部 共 形 地 对 应 于 TT 前 内 部 。 由 于 6 二 1 对 应 于 W=%%， 
因而 的 外 部 共 形 地 对 应 于 心脏 线 的 内 部 ， 即 共 形 地 对 应 于 忆 的 外 
部 。 


t= 
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“1.5 指数 函数 与 对 数 函 至 的 映照 


在 第 一 章 的 3.2 中 ， 我 们 知道 ， 指 数 函 数 w= er 是 全 复 平面 寥 

上 的 单 值 解析 沙 数 。 若 置 z=x 十 记 ,w 二 pei?, 那 妈 
P=, T=Yo (4—25) 

由 此 可 见 ， 风 一 ez 把 直线 = 和 映照 成 射线 po 一 加 , 把 线段 x 一 X, 一 
<y<T 中 时 成 圆周 |mw1 二 e*',。 这 当 带 形 区 域 一 xt<》<T 被 映 沼 成 Ww- 
平面 除去 负 实 轴 所 得 到 的 区 域 世 ，( 见 图 4.8)。 类 人 地 ， 由 《4-25) 
可 知 ， 画 数 入 =e* 把 带 形 区 域 

Bs CRRA EIA KE=+1, 二 2,'") 
外 照 成 w- 平 面 除去 负 实 轴 所 得 到 的 区 域 名 i， 

Wy: - (2K—1 XCarg w(t2+ lx, 
实际 上 名: 二 名 (k= 土 1, 土 2,…)。 由 此 可 见 ， 裔 数 w=e: 在 -平面 
上 并 不 是 单 叶 的 ， 而 在 上 述 这 些 带 形 区 域 4 认 是 单 时 的 ， 故 在 每 一 
个 氏 f 带 形 区 域内 是 单 叶 的 共 形 映 趾 。 

对 数 函 数 z 二 log w=Tog|w| tiArg w=log|w| -titarg wt 2 kn) 
是 指数 函数 we 的 反 函 数 ， 其 中 ，K=0, 二 1, 十 2,-…。 在 沿 负 实 轴 
割 开 所 得 到 的 区 域 多 , 内 ， 正 如 第 一 章 和 的 $3.5 中 所 述 。 它 被 分 成 可 列 
无 穷 多 个 单 值 连 法 分 支 函 数 ， 
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zloglw|l+itarew+2 Er) (k=0, 圭 1, 士 2 *…)， 
其 中 一 x<arg mw<yo 因 此 ， 每 一 个 单 值 连续 分 支 范 数 在 区 域 多 , 内 蚌 
单 叶 、 解 析 的 。 因 而 是 一 个 单 呈 药 共 形 上 映照 ， 它 把 从 原点 出 发 的 射线 
arg 从 一 9 一 <go<T 炽 限 成 带 形 区 域 名 k 中 的 一 条 水 平 站 线 : Imz 
一 (2K 一 1) 天 于 9 把 圆 疝 可 [一 矣 照 咸 B's 中 的 直线 段 。x 一 lo0g pu， 
(2 到 一 1)T<y<(2k 二 1) 把 单位 圆 除去 负 实 轴 所 得 到 的 区 域 陕 照 成 
BW 中 的 正装 带 形 ; x<0, (2 天 一 1)T<3?<(2 大 十 车) 下 


1.6 正弦 了 沙 数 的 映照 
按照 第 一 章 53。3 中 竟 害 义 ， 正 弦 函 数 
ww 一 sinz= 二 (eic 一 co 
是 全 平面 嘱 上 的 单 值 解析 函数 ， 但 不 是 单 叶 的 。 为 了 研究 它 的 上 映照 


情况 ， 我 们 首先 得 确定 它 的 单 叶 性 区 域 。 
置 


eiz 
i=— #2], 上 = 一 之， 5 一 一 zy = I EI “ 


我 们 便 有 
| Wo sin z= 卫 人 2 十 之 )。 
根据 本 章 $1,5 中 所 述 ，z = 6 把 每 一 个 水 平 带 形 区 域 儿 et 一 0， 
十 1, 士 2,…)， 特 别 是 到 , 单 叶 地 共 形 映照 到 2- 平面 除去 负 实 轴 记 
得 到 前 区 域 多 ,。，zs 一 2s: 把 多 , 单 叶 地 共 形 映照 到 有 -平面 陈 
去 正 虚 轴 所 得 到 的 区 域 仿 ,， 见 图 4,9。 根 据 本 意 人 1.4 中 所 述 ， 鸥 


数 一 计 ( 三 十 主 ) 把 单位 贺 单 叶 地 共 形 映照 成 -平面 除去 水平 线 


段 [ 一 1; 1J 和 人 负 虚 轴 所 得 到 芍 区 域 。 困 此 ，w= 二 sinz 把 每 一 个 上 半生 
直 带 形 区 域 

Bis (2R—1)x<xX<<(2 kT), y>0, 
特别 是 把 一 TXTA >0) 单 时 地 共 形 映照 到 Ww- 平 克 陈 去 钱 
段 [ 一 1, 41] 和 人 负 虚 轴 所 得 到 的 区 域 ， 把 笨 形 7》>0, 一 7/2<x<XT/2 共 
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形 映 椭 成 w- 玉 面 的 上 六 平面 ， 使 得 半 直 线 3y>0, :Xx 一 一 x/2 对 应 于 
2 一 0 一 1, 半 直 线 >0，xX 二 7T/2 对 应 于 y=0,4>1， 线 眉 一 /2<% 
<T/2 对 应 于 线段 一 1<u<1。 

转 钊 一 在 十 翅 一 SingX 寺 i) 一 Sinxechy 十 iceosxesh y, 我 们 有 二 
sinx eh yp 一 cosxssh yy 注意 到 chy 一 sh*y=1, 易 知 半 直线 Y> 0 Xx 二 
xiy xz 一 下 /2 过 XX 之 Tj2 被 宰 成 双 犁 线 

=1,2), 
Binix; COs?x; 


而 水 平 线段 y= V1 > 0, -372<x<z/2 被 变 成 捅 图 
-1 (j=1,2)。 


1。 设 分 式 线 性 变 抠 (4-3) 中 的 系数 4,8,c,d 都 是 实数 ,证 明 ; 关 于 x 灿 对 称 
的 看 线 在 这 种 分 式 线性 变换 映照 下 ， 基 映像 曲线 关于 有 二 (如 =#+it) 世 是 对 称 
的 。 

2。 设 分 式 线性 变换 (4-3) 以 -1 各 1 Ls 这 种 变换 的 最 一 般 的 形 
式 儿 是 升 公 ? 车 凡 1 和 i 为 共和 不 动 点 ， 怀 么 它 的 最 一 般 的 形式 又 是 什么 ? 
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3。 对 变 搞 各 = 173, 试 问 下 列 曲线 的 像 淄 线 是 什么 ? 将 所 得 的 结果 以 革 和 pg 
的 方程 给 出 ， 其 中 起 = 丰 + 地 
(1) %+ y=1; (C2) CT+1):+ y=1} 
(C3) Cro—1/2) +ty— 1/2 1/2) 《4 (+ 2)1+ y= 1 
4。 在 纪 = (2 一 习 /{z + 由 变换 下 ， 习 题 3 中 每 条 有 曲线 的 像 有 曲线 是 什么 ? 
5。 在 下 丈 ] 塞 换 映照 下 
(IY WwW= 1 2) w=1(2—1): 
{3} WwW= A/{2 + 1)} td) w= eirAz/t2i1l}y 
四 形 三 |z~1|<<1 的 肌 像 是 怎 拌 的 区 域 ? 
6。 试 求 区 域 1<Res<3 在 下 列 变 搁 
C1) w= lite + Dy C2) w=ia -1) 
下 的 映 父 。 、 
7?。 定 义 四 个 不 同 复数 (或 点 】24122923;24 的 交叉 引 为 


{21 — 22) (23 — A) {4-26Y 


(R19 Za 3 ZA) = (31 一 Z4 (23— 42) 


若 这 些 数 的 任何 一 个 ， 比 如 2* 是 co ,由 重新 定义 《4-26) 式 中 的 交叉 比 ， 司 得 其 

有 端 中 含有 zi 的 两 项 的 商 ， 即 (4 一 如 ) (24 一 2m) ,并 取 成 1 设 了 aa 扣 从 

别 是 名 ,234239 2 三 分 式 线 性 变换 (4-3》 下 的 像 ， 证 明 该 次 贸 比 是 未 灾 的 ， 即 
Cs Wz ss EO) = CH1s Bag TAy EE), 

8。 试 求 将 gr=lz=iza=0 瑟 妥 成 zi=0 aa2= 一 15W3 = 一 i 的 分 式 线性 
变换 。 在 这 种 分 式 线性 变换 下 ， 过 zi = 1,21=i#3= 间 这 三 点 的 辐 的 映像 是 秆 
么 了 这 图 的 内 部 的 岂 像 是 什么 ? 

9。 试 求 料 各 =19282=1i923=0 上 映照 成 邮 | = 中 02= 94tV3 = 一 1 网 分 式 线性 在 
10. 试 求 出 将 区 域 0<arg z<A/2 映 轨 成 1w|<1 的 变换 。 

11. 分 式 线 性 变换 


站 之 十 四 | 
Ci + 


琵 定 了 从 2- 平面 到 wi- 平面 的 一 个 映照 。 比 外 ， 第 二 个 分 式 线 性 变换 


stb + ba 
C1 + 


产生 了 从 匣 - 平 而 到 tv- 平面 的 一 个 映照 。 证 有 昌 : 这 离 个 分 式 线性 变 措 的 复 食 了 映 
照 仍 是 一 个 分 式 线性 变换 


Wr 三 
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_ 和 二 
ca+d’ 

并 求 册 地， 百 与 tis His “3 的 商 数 区 系 式 。 

12。 试 求 一 个 单 叶 其 形 觅 轨 ， 它 将 两 个 圆 域 1z 一 1| 二 2 与 14+1i<2 的 重 莹 
区 域 映照 成 上 淮 平 面 。 

13。 试 求 一 个 分 式 线性 变 搞 ， 它 将 个 于 丙 圆 周 1|z| =2 和 |z -这 <1 之 半 的 区 
域 映 照 成 条 形 区 域 0< 二 Jmw< 育 ,其 中 直线 Imw=0 是 |z1=2 的 有 喘 像 ， 下 是 某 小 
常 雪 ， 读 者 可 适当 姥 取 。 

1 。 试 求 一 共 形 映照 ff(z), 它 将 带 形 - 卫 <Re z<- 单 叶 池 映照 成 单位 图 


| 她 j 雪 1 并且 俩 得 
让 ( 士 三) = 十 1， Ftloo) =i, 


15. 试 求 一 共 形 映照 ) 它 把 去 济 了 一 垂直 线段 (4a,4+ 记 ) 的 上 半 平 面 Im x 站 0 
单 财 地 共 形 映照 到 上 半 平 面 Im ww 站 。 

16. 试 求 一共 形 映 照 , 它 把 从 国 1z|<<1 中 去 掉 了 一 眉 半 径 [1 一 el?,eis] 
的 区 域 单 叶 地 共 形 映照 到 单位 加 Jww] <1。 

17。 试 求 一 兴 形 栅 照 ， 它 把 z- 平 面 去 掉 了 线 度 -ESYSe 7=0 及 一 4S 
9 所 4,x =0 的 区 域 单 叶 地 共 形 观照 为 单位 加 外 |z01>1。 


$2 共 形 映照 与 边界 人 秆 问题 


在 这 本 书 的 第 一 章 的 82.5, 我 们 建立 了 调和 函数 与 二 维 物理 问题 ， 
如 热 的 传导 、 波 体 的 流动 和 尊 电 学 等 之 间 的 紧密 联系 。 后 来 在 第 二 章 
的 81.6 中 , 我 们 又 讨论 了 图 与 半 平 面 上 的 造 利 希 莱 问题 。 我 们 知道 ， 
当 调 和 孟 数 的 值 在 贺 柱 体 的 卖 面 被 给 定时 ， 则 调和 函数 在 圆柱 体内 所 
取 的 值 就 能 找到 。 

在 这 一 节 里 ， 我 们 将 联合 运用 关于 共 形 映照 调和 函数 、 解 折 函 
数 和 复 势 等 我 们 所 学 过 的 知识 ， 去 解 迪 利 希 莱 问 题 ， 并 且 它 的 边界 不 

限于 半 平 面 和 圆柱 体 。 首 先 ， 我 们 将 讨论 静电 力学 和 热流 动 的 过 利 希 
莱 问 题 。 随 后 ， 我 们 还 将 讨论 热流 和 流体 流动 的 另 一 类 问题 ， 在 那些 
问题 中 ， 我 们 将 寻找 一 个 未 知 调和 函数 ， 其 法 线 方向 导数 在 部 分 边界 


下 了 总 


上 了 己 被 给 定 。 昌 然 这 些 问题 不 是 迪 利 希 莱 问 题 ， 但 共 形 映照 能 帮助 我 
们 求解 。 在 广泛 的 一 类 物理 问题 中 ， 共 形 映照 的 效用 导 自 下 述 定 理 ， 

定理 1 设 解 析 西 数 w=f(z) 将 z- 平 画 上 的 区 域 多 共 形 映照 成 
Ww- 平面 上 的 区 域 留 |。 设 p(t4,0) 在 多 |! 内 是 调 种 的 ， 即 在 多 , 内 


全 2 
与 全 二 二 全 一 0。 (4-27) 


财 在 多 = 天 2 一 Ex 373 十 ix 2 的 变数 变换 下 ， 力 数 0x，2 一 下 :CC 
《x,y), UX, 了) 站 多 内 是 调和 的 ， 即 在 多 时 
二 一 0 | {4-28) 


证 铀 本 生计 国 拓 全 天生 经 计算 ， 我 们 有 


(+) + + (0) | 


0: p foudv , du0v OPE Ou Ou 
十 25 直下 直下 看 t Ou 《6 oy: ) 
Op. Pv Ov | . 
a (Ber+ 5 ) z «(4-29) 


由 于 1(2) =n(%, 二 iv(x,》) 在 多 内 是 解析 的 ， ER 则 函 准 
Cx,y) 和 v(x, 3y) 在 多 内 是 调和 的 ， 且 清 足 柯 西 - 黎 汉 方程: ， 
Bu dv | Ou_Av | 《4 -30》 


By yr 
于 是 ， 由 4-29》 式 ， 我 们 有 


dp Oy fy, ,OPN gy 2 _ 
x? Tg - rr 十 本 1) |’, Cd—31} 


由 于 gutw, 如 在 密 , 内 是 调和 的 ， 是 和 证 窑 内 不 等 于 零 ， 故 (4 
28) 式 在 多 内 处 外 成立， 好 V(x, 在 炙 内 是 调和 的 。 定 理 证 完 。 
定理 1 告诉 我 们 ， 调和 函数 的 调和 性 在 具 形 映照 变换 下 是 不 变 


的 。 


2,1 应 用 共 形 映照 于 速 利 希 业 问题 


在 2 平面 上 给 定 一 个 区 域 多 。 我 们 要 寻找 一 个 函 数 p(x,y)《 比 
姐 说 ， 温 度 或 电压 ) 。 它 在 多 内 是 调和 的 ,在 多 的 边界 9 多 上 取 预 
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先 给 定 的 值 。 假 设 我 们 能 找到 一 个 解析 丽 数 (变换)w= 二 w+iv 一 了 (2)， 
它 将 多 单 叶 地 共有 形 映 腿 成 WwW- 平面 上 的 区 域 多 ,而 多, 有 比 多 较 简 
单 或 更 熟悉 前 形状 。 眼 如 我 位 能 投 到 一 个 函数 9ikuby， 它 在 多 | 内 
是 调 秋 的 ， 而 在 多, 的 每 个 边界 点 Ww。 上, 其 所 取 的 值 诊 好 等 于 (x, YY) 
在 如 = 一 六 :wo 【〔 即 Ww 的 原 像 ) 点 所 要 求 的 值 。 于 是 ， 根 据 定理 1， 
(XY) 一 外 (EX JUCX 3 在 区 内 是 调和 的 ， 且 在 时 的 边界 上 取 
到 所 要 求 的 值 。 胡 图 4.10 所 说 明 的 。 我 们 用 Ww 一 1(2) 已 经 将 多 共 形 
狐 琢 成 Wi,C 和 GC, 分 唱 是 区 域 入 和 贸 | 的 边界 (%0o, 和 加 ) 是 已 上 任意 
一 点 ， 其 在 Ci 上 的 映像 是 (tytu)。 调 和 函数 (2 地 在 扎 (toy tn) 所 取 
的 值 与 调和 函数 9(x, 分 在 点 《xyo) 的 信和 相同 。 


[ra , 芍 】 


Fifi ro) =k 


0: 一 让 { sp.v0) 


En 


各 :3， 3 


Bu? Ov? 0 


fiz] =w 


tb) 


‘dj 


酌 4.10 

应 该 指出 ， 要 找 一 个 解析 变换 ， 将 给 定 的 区 域 单 叶 地 共 形 映照 成 
某 一 特定 药 较 简单 的 区 域 ， 可 能 是 困难 欧 。 我 们 可 参考 共 形 瞧 照 字 殿 
《例如 ,H, Kober, Dictionary of Conformal Representations, 2nd ed. 
(New York; Dover， 1957))。 黎 曼 爱 照 定理 保证 解析 映照 的 厦 在 性 ， 
它 将 任何 单 连 通 区 域 《 除 整个 2- 平 面 外 》 上 映照 到 单位 图 内 1wi 二 1, 区 
域 的 边界 被 觅 照 成 1wi = 二 1。 

例 4-1 两 个 回 福 体 的 表面 温度 分 别 维 持 在 0C 和 100 必 ， 加 图 
4,Ii(a) 所 示 。 在 原点 ， 两 圆柱 体 被 一 无 穷 小 间 喀 记分 开 。 求 画 数 
P(x,y)， 它 是 介 于 两 回 柱 栖 之 间 多 域内 的 温 嵌 。 
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图 4.11 
解 ”我 们 现在 的 问题 是 要 求 一 个 函数 p(x, 2)， 它 在 区 域 多 内 是 
调和 的 ， 在 边界 |z 一 二 |= 守 上 其 值 为 0， 在 边界 |z 一 二 | = 工 上 其 介 
为 00。 所 给 区 域 多 的 形状 是 复杂 的 ,但 是 ， 由 于 分 式 线性 变 换 能 将 
圆周 变 成 站 线 ， 我 们 能 把 这 区 域 变 换 成 更 部 易于 处 理 的 无 限 带 形 区 
域 ， 如 图 4,11 (所 示 。 易 知 把 图 4,11(9) 中 的 a 和 ?映照 成 4 一 
1, bP 一 0,0 二 co 的 分 式 线性 变换 是 


一 上 一? _ 
ze (4-32) 


在 这 变换 下 。 温 度 为 100"C 的 圆柱 体 的 边界 被 变 成 直线 w=1, 而 0 
的 圆柱 边 界 被 变 成 直线 《一 0。 

条 形 0<u<<1 是 两 圆柱 之 间 的 区 域 的 像 域 。 因 此 ， 现 在 我 们 的 问 
题 是 要 找 一 个 函数 piko v0), 它 在 这 条 形 区 域内 基调 和 的 , 且 满 足 边 界 
条 件 中:(0: 切 一 0 各,(1,9) 二 100。 

现在 ,这 癌 题 是 够 简单 的 ， 以 致 我 们 能 够 猜 出 结果 来 。 或 者 ,从 对 
称 性 ， 我 们 期 望 pa 与 4 是 无 闫 的， 并 且 注 意 到 

Pu, 0) 一 100 下 (4-33) 
满足 上 述 两 个 边界 条 件 ， 且 在 条 形 区 域内 是 调和 和 的 。 

PH) 是 一 个 解析 函数 多; (WwW) 的 实 部 。 我 们 看 到 fav 亚 


sa 8T 


Re(100 W)。 于 是 ， 复 温度 瑟 ,(w) 在 条 形 区 域内 是 
CW) =100 w, C4—34> 
其 对 应 的 流下 数 是 
p(w, 1 一 100 vy, 《4-35》 
为 了 获得 图 4.11(a) 的 淄 度 mp(x, 7) 和 流 函 数 风 x,y)， 我们 必须 利 
用 方程 (4-32) 把 Pig oO 和 区 (ao 变换 到 和 平面 上 去 。 从 方程 
《4-32), 我们 有 
1 % 1 


1 -1 1 >* 1 iy 
E x+iy 和 二 3 Xx 


{4d—36) 


将 它们 代入 方程 (4-34) 和 (14-35)， 我 们 却 得 


px, 3 -100( 1) (4-37) 


_ 一 1009 
$x, Y) je (4—38) 


于 基 , 册 (4-37) 式 和 (4-38) 式 , 我 们 得 到 复 湿度 多 (2 一 p(X) -iC 
了》) 是 


Pz) = 1001—?。 (4-39) 


zx 一 上 是 中 (2) 的 奇 点 ，p(x,7) 的 边界 条 性 在 这 点 是 不 连续 的 。 现 
在 ， 我 们 来 讨论 其 等 光线 的 形状 。 著 在 某 昌 面 上 ， 温 度 是 T,， 则 根据 
方程 (4-37), 这 曲面 的 贺 迹 必须 是 


T,=100( -一 起 。 (4-40》 
Xi 二 

从 物理 学 的 角度 考虑 ， 我 们 知道 ,，T, 晤 不 可 能 大 于 过 界 上 最 热 部 分 的 

温度 ， 也 不 可 能 小 于 边界 上 最 冷 部 分 的 温度 ， 即 0 CT, 所 100" Co。 


由 方程 (4~-40), 经 改写 和 配 平方 ， 即 得 
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二 2 二 和， Cd-4d1) 
和 Gor)) | 100 


于 是 温度 为 了 ,的 等 温 线 是 一 加 柱 体 ， 其 轴 经 过 


少数 这 种 圆柱 的 截 线 被 表示 在 图 4。12 中 ， 它 们 是 些 圆周 。 


图 4.12 
由 复 势 (4- 39), 立即 可 得 介 于 商 回 柱 体 间 的 复 热 沪 窗 度 q(xz}。 我 
们 记得 


a(2 一 一 区 -中 (4-42) 
其 中 
qz) — Q(x, 2) 十 ix (4-43) 
我 们 应 该 记得 ，Qx 和 @ 给 出 了 在 介质 中 一 点 的 热流 矢量 的 分 各， 下 
是 热 待 导 系 数 。 由 方程 (4-42) 和 (4-39), 我 们 有 


a(7) =Qs+iQy=100k( 二 )= 2 


于 是 ， 比 如 ， 在 点 x= 半 ,3y= 工 《内 圆柱 的 顶点 ) ， 我 们 发 现 


站 3。 


Qi =100 ny =— 800Ki, 
由 于 8x 二 0, 8 一 800 ,所 以 在 点 t1/4,1/4)， 热 量 的 流动 是 平行 于 > 
轴 的 ， 如 我 们 已 经 在 图 4.12 中 所 指出 的 。 

例 4-2 参考 图 4.13, 一 导电 条 形 有 一 截 局 :y=0, 一 1<x< 之 1, 其 
静电 势 是 4 伏特 ， 另 一 半 夯 柱 体 的 截 口 是 上 半 单 位 圈 1zf 二 1, 0<arg 
<r， 其 瑶 电 势 是 10 伏特 。 求 由 两 导体 所 图 成 铭 半 轿 域 内 的 电位 势 
TX, 7), 


胃 ,13 


入 ”我 们 若 能 找到 一 个 单 叶 的 解析 变换 w=f(2), 它 把 江平 面 上 

的 上 半 单 位 图 共 形 映照 成 上 半 w- 平 面 Im w>>0, 且 把 上 半 单 位 区 的 边 

界 映 照 成 直线 Imw=0, 则 我 们 能 各 用 对 上 上 半 平 面 的 泊 松 积分 公式 { 参 

看 第 二 章 红 中 的 (2-38 式 }， 求 得 上 半 平 而 上 的 调和 耳 数 P(t, 人 由 。 易 
知 变 换 

DB 一 于 站 了 
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把 上 半 单位 图 共 形 成 姑 平 面 上 的 第 一 象 展 ， 宜 径 一 1<x<1 被 岗 恨 成 
正 实 轴 ， 上 半 单 位 回 周 被 遇 照 成 正 的 进 轴 《如 图 4,13(b) 甩 示 )。 变换 
w 一 疡 把 第 一 象 恨 共 形 映照 成 上 上 半 w- 平 面 ， 且 把 正 实 轴 映照 成正 实 
轴 ， 把 正 娩 轴 喘 照 成 负 实 轴 (如 图 4,13(c) 记 示 )。 闪 此， 变换 


w= (4) . C4_45) 


就 是 我 们 所 要 求 的 解析 变 摸 ， 它 把 上 闪 单 位 加 上 觅 照 成 上 半 平 面 ， 把 直 
径 一 1 之 x 之 1 机 照 成 正 实 辅 ,把 上 半 单 位 园 导 肌 昭 成 负 实 轴 (如 图 4.13 
《C) 所 示 ) 。 

为 了 求 上 半 %- 于 面 上 的 电位 势 〔 调 和 函数 ) 93:(2 切 ， 且 满足 按 
界 条 件 : gifgay 0 一 DuU20 和 pi 0 一 10,2<0, 我 们 能 吉 用 第 二 潮 
$1 中 例 2-7 的 结果 (2-39), 它 是 应 用 半 平 面 上 的 泊 松 积分 公式 得 到 的 。 
在 那个 合子 中 ， 以 10 代替 工 ,以 ww 和 4 分 别 代 营 x 和 和 3, 我们 有 


1 _ 
和 1 U) 一 村 tg TW C4-46) 
其 中 立志 arg w 志 TF。 由于 
Pilu, w=—Re{ -ia 1og w} : 
所 以 ， 关 于 图 形 4,.12{c) 所 示 情 况 的 复 势 是 


(WwW) 一 = 1 1og w, (4-47) 


为 了 把 pu(usv) 变 成 对 半圆 柱 的 p(x,y), 我 们 回想 起 恒 等 式 
afg(52) 一 2 arg so 将 (4-45) 式 代入 方程 (4-46), 我 们 有 


_10 1+2) =20 i+z) 20 * 二 1+iy. 
P(X, y= x (下 一 元 后 一 2 rae 1 一 和 一 工 4 


200re (1-7 -213 
arg ( {xX—1)3+ [一 1 十 3 大 


最 后 由 于 args 二 tg~1(Im s/Re s), 我们 发 现 
20，.， 2y _ 
六 LX， 二 二 起 Tx (dA48} 
我 们 要 求 0 委 馆 -区 pp) < 下 /2 因为 p(X 了 7) 必须 满足 0 寺 q(%,3) 去 10, 在 
* 15° 


反正 切 函 数 的 这 个 分 支 下 ， 方 程 (4~48) 满 足 所 要 求 的 边界 茶 件 ， 中 
lism ,PO%, 7) 二 10 在 贺 弧 边界 上 》， 


(rT t+) 


tim pl%, 3 一 0 《在 平 的 边界 上 》。 


读者 容易 证 明 其 等 势 线 号 些 回 弧 。 

在 静 惠 学 中 ， 一 个 普 这 关心 的 问题 是 介 于 两 个 导体 之 间 电 容 的 总 
基 。 若 虽 是 任何 一 个 导体 上 的 电 苛 《这 两 个 导体 上 记载 的 电 茶 大 小 枪 
等 ， 侧 符号 相反 》, 叉 48 是 介 于 一 个 导体 与 男 一 导体 之 间 的 电位 鞭 ， 
则 电容 被 定义 成 


C= (4-49) 


在 二 维 问 题 中 ， 我 们 要 计算 一 对 导 居 的 单位 长 度 竟 电容 量 ， 前 导体 的 
蕉 口 典 型 地 是 陈列 在 复 平面 内 前。 在 方程 (4~49) 中 , 我 们 取 名 为 一 个 
垂直 于 复 平 面 的 单位 长 的 导体 上 的 电荷 。 在 这 一 章 的 峙 录 中 ， 我 们 建 . 
立 了 下 述 定理 ?2。 在 电容 量 的 计算 中 ， 它 是 有 用 的 。 

定理 2 设 导体 是 属于 一 带电 茶 欧 二 维 形状 的 导体 ， 则 在 一 个 单 
位 长 度 的 导体 上 的 电荷 是 | 

QO=eAy(z), (4—507 

其 中 是 个 常数 (周围 介质 的 介 电 常数 ) ,而 性 是 流芳 数 娄 当 z? 神 
导体 裁 口 的 边界 按 六 时 针 方 向 绕 行 一 周 后 所 得 的 改变 《 始 值 减 去 最 终 
的 值 》。 

通常 2) 特 是 多 值 隙 数 ， 它 由 分 支 割 线 所 确定 。 于是 当 我 们 于 红 
导体 一 周 时 ，#(z) 不 会 问 到 它 的 起 始 值 ， 因 此， 他 (2) 到 0 联 立方 程 
(4-49}) 和 (4-50), 我 们 有 


Coe 4 (4_51) 


在 这 一 章 的 附录 中 ， 还 导出 了 下 述 有 趣 的 事实 ， 

定理 3 二 维 导 体系 统 的 电容 量 是 不 受 导 体 截 口 的 共 形 变换 影响 
的 。 

”上述 两 个 定理 的 用 处 ， 由 下 述 例 子 说 有 明之， 

一例 4-3，(1) 图 4,14(a). 中 一 对 同 轴 的 导电 管 分 别 . 以 ae 和 下 为 半 
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径 ， 且 其 电位 势 分 别 保持 为 Ya 和 0。 求 介 于 项 管 间 的 静电 位 势 及 它们 
的 电容 量 。 这 个 导电 系统 称 为 同 四 传输 线 。 

(2)》 用 共 形 胰 和 (1) 的 结果 ， 决 定 丰 图 4,14(5) 所 示 的 两 个 导电 
管 所 组 成 的 传输 系统 的 电 和 容量。 这 个 导电 系统 称 为 双 线 电线 。 


图 4.14 
解 ” (1) 我 们 要 找 一 个 画 数 px， >”), 它 在 区 域 ao<jzi<9 古 调和 
芍 ， 且 满足 条 件 : 


lim P(x, Y= Ve, (4d-52) 


和 二 于 


lim PX, = 0 (4-53) 

这 上 毕 要 求 提示 我 们 ， 等 势 线 是 同心 贺 周 及 边界 。 我 们 知道 ， 函 数 
1l0g|z| 二 logv Xx? 十 六 二 Rellog 2?) 是 调和 的 ,并 且 其 等 势 线 是 同心 加 局 ， 
但 是 ， 这 个 函数 不 满 下 上 述 边 界 条 件 。 丽 更 一 般 的 调 积 函 孝 

P(X 3 一 入 1og(w 3 十 六 ) 十 五 ,其 中 各 和 号 是 实数 (4-54) 
也 产生 辐 心 园 的 等 势 线 ， 且 能 使 它 满 尽 边 办 条件。 从 方程 (4-52)， 我 
们 得 到 

Va= Alog 0+ B, 

从 方程 (4-53), 我 们 有 


0=Alog b+ B, 
但 时 解 这 两 个 方程 ， 我 们 获得 
-VV B= Vologb 
log Cb/o) “log Cb/a)’ 
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把 它们 代入 方程 (4-54), 我 们 有 
一 Yafog Vx: + Yy: Wologb 


V(X,y) = log(BJa) +iog Ch/a)® -55) 

由 于 10gvx: 二 7 二 10g|z| = 二 Re 1ogz, 我 们 能 把 方程 (4-55) 改 写成 

— VY alogz | Vlogh Va log(b/z) . 

PX, 2 一 nee (Bb7a) * Iog re ;== [i Co/ay |. 
上 上述 方程 显示 ， 相 应 的 复 势 由 下 式 给 出 ， 2 
D2) Ve a (4-56) 
流 男 数 克 2 3 一 Im 钙 (Xx,》), 由 方程 (4-56) 即 得 

logb—logz]_ Teargz 

Px, y) =Im|v .= iog (BA Chfay’ (4—57» 


其 中 arg z 的 主 值 支 四 负 实 轴 上 的 割 线 所 决定 ， 即 一 区 二 argz<<xo。 我 们 
钢 在 沾 关 时针 方 向 绕 内 导体 环行 网 ， 并 且 计算 的 改变 量 《 参 条 
本 。 15》。 

在 割 线 的 下 灌 ， 有 
区 一 一 Ya 《一 间 了 下 

log (pb/a) log {bh/a)’ 
在 毛线 的 上 沿 ， 有 
有 《一 元 

$~ jog /a)* 

于 是 ， 在 这 莒 周 上 的 改变 量 或 减 小 量 是 


ZV 
Nrog tb/a)° 


两 导体 冯 的 电势 差 的 量 是 |14Y7 | =Yo 因为 外 导体 的 电位 势 是 零 。 于 
是 ， 按 照 方程 (4-51), 得 
ee 2FYa _. -27N€ 
Ve logb/a) 1og (b/a)”. 
它 在 电视 工程 中 是 个 有 用 的 结果 。 四 
(2) 根 设 能 找到 一 个 实 系数 的 分 式 线性 变换 ， 它 把 图 4,14 (5) 中 
左 侧 的 圆 变 成 w- 平 面 上 的 一 个 癌 (如 图 4.16 所 示 ) ,使 得 点 z= 
一 互 一 六 和 2 一 一 互 T 及 被 且 照 成 Wi 一 工程 We 一 一 1。 
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C4—58} 


i 多 的 计算 


图 4.15 图 4,16 


实 系 数 变 换 保证 把 图 4,1d(5) 中 堪 侧 的 圆 蚊 照 成 图 4.16 中 国 心 位 
了 人 和 下 区 下， 国 4.14tb) 中 五 侧 的 
辆 被 映照 成 加 Iw|==p, 且 和 = 二 十 RR 的 映像 为 Ww 一 p，z4 一 理 一 尺 的 胺 
像 汐 好 :一 一 六 《 抑 图 4.16)o 利 用 交 比 (zi zz， Za5y Te) 与 (Wi Way 多 sy We) 
在 共 形 肌 照 下 的 不 变性 ， 由 前 一 节 中 的 方程 (4-27)， 于 是 i 


2p(—2) (2R)(2R) i 
= CGHT2R)C -2 +r2R) (4 597 

它 等 价 于 二 次 方程 ， 
p+ +2(1—25 )et1=0, | (4-60》 


方程 (4-60) 的 根 是 


或 者 
p 一 ( 南 土 下 一 1。 ly 
各 于 图 4.14( 扩 中 的 两 个 国 往 体 古 不 接触 的， 因此 ， H/R>>1。 由 批 可 
见 ， 方 程 (4-61) 中 取 正 号 的 根 bp; 是 天 于 1 的， 取 负 号 的 报 pp- 是 分 于 
0 和 1 之 闻 徇 。 根 据 二 次 方程 的 知识 ， 我 们 知道 ,Pi*P===1。 -并 … 
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为 了 能 利用 (1) 的 结果 ， 我 们 应 取 p=p- 之 1, 此 时 ， 图 4,16 哇 湖 
4.14(o) 的 形状 ， 其 外 圆柱 体 二 的 电位 势 为 0 伏特， 内 加 柱 栖 上 的 电 
位 势 是 Vo。 利 用 方程 《4-58), 并 且 取 4=p, b= 1, 我们 能 计算 出 图 4， 10 
辣 轴 系统 的 电容 量 。 于 是 ， 我 们 有 


ee (4-62) 


根据 定理 3, 这 必定 是 图 sy 妥 级 电 绩 的 电 容量 


2.2 边界 信 问 题 〈 挟 ) 一 一 流 线 作为 边界 


在 前 面 所 讨论 的 迪 利 希 革 问题 中 ， 所 所 得 到 的 调和 函数 在 区 域 的 边 
界 上 取 预 先 给 定 的 值 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 所 研究 的 边界 值 问题 不 : \ 是 迪 
利 希 菜 问 题 。 我 们 要 找 一 个 函数 ， 它 在 区 域内 是 调和 的 ， 但 在 区 域 的 
边界 上 ， 这 函数 毛 取 的 值 不 必 预 先 给 出 。 祖 应 代替 的 是 提供 关于 这 范 
数 的 导数 在 区 域 的 边界 上 的 信息 。 我 们 将 看 到 ， 在 热流 问题 中 如 何 能 
贾 到 这 种 问题 ， 并 且 怎 样 用 共 形 映照 去 求 它们 的 解 。 在 本题 中 ， 我 们 
还 将 看 到 ， 在 液体 尝 动 中 ， 加 何 会 产生 这 种 问题 。 

若 一 导热 物质 被 某 曲面 押 包 围 ， 且 此 曲面 是 完全 隔 热 的 ， 于 是 ， 
根据 定义 ， 没 有 热量 流 进 曲 匣 ， 也 没有 热量 流出 曲面 ， 热 流 密 度 矢 时 
好 不 能 有 (曲面 的 ) 法 向 当量。 我 们 将 仅仅 讨论 二 维 的 稍 形 ， 并 县 将 
用 下 述 形 式 的 复 温 度 ， 

Px, y=, 0 十 主人 yj (4~63) 
其 中 ptx, 是 实际 的 温度 ， 市 %(x,y) 的 流 画 数 。 在 第 一 章 的 32.5 中 ， 
我 们 考察 过 流 线 ， 即 B(x, Y》) 取 周 定 值 的 线 ， 在 每 一 点 , 流 线 切 于 热流 
的 密度 矢 。 图 4.17 展 示 了 导热 物质 的 截 口 ， 其 部 分 边界 是 绝 缘 的 。 

这 笔 销 的 部 分 边界 必须 与 流 线 相 重 。 否 则 ， 在 绝缘 部 分 ， 热流 的 
密度 天 将 有 法 回 分 量 。 
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在 第 一 章 $2.5 中 ， 我 们 考察 过 ， 流 线 与 等 温 线 构成 互相 正 交 的 
曲线 族 。 假定， 如 图 4.17 中 所 示 ， 共 绝缘 的 曲面 旱 发, 我们 沿 生 直 于 
绝缘 曲面 的 法 向 W 进行 。 在 绝缘 部 分 我 们 必须 沿 等 温 线 移动 ， 且 
并 不 变化 。 从 数学 上 说 ， 即 

9 一 0( 在 绝缘 的 尚 面 )，- (4-64) 


其 中 ,tt 是 沿 法 两 度量 的 距离 。 方 程 (3-64) 是 说 ,温度 的 * 法 向 导数 ” 
在 绝 绿 边界 上 是 零 。 

当 这 个 热情 导 中 的 边界 值 问 题 给 定时 ， 在 某 部 分 边界 上 温度 是 被 
指定 的 , 而 其 余 的 边界 是 绝缘 的 。 在 一 定 程度 上 ,我 们 能 像 在 前 一 节 中 
解 岂 利 希 菜 问 题 那 样 进行 : 我 们 倡 助 于 解析 变换 w= 了 (2) 把 导体 的 窟 
口 映照 成 较 简 单 的 或 较 熟 悉 的 形状 。 启 以 前 一 样 、 如 果 在 平面 上 一 
些 点 好 的 温度 是 已 知 的 , 则 在 Cw- 平 面 的 新 区 域 边界 的 对 应 点 上 给 定 
了 温度 ，w- 平 面 上 的 绝缘 边界 则 对 应 于 Ww- 平面 上 的 绝 绿 边界 。 

现在 我 们 要 找 一 个 复 势 ， 妈 找 一 个 解析 着 数 惠 (WwW) 一 9 7 十 
i ,Cu, 9), 并 且 精 得 pig VV) 在 YY 一 平面 的 边界 点 上 取 已 知 的 指定 值 。 丝 
外 ， 我 们 还 去 求 (4,5) 产 和 与 w- 平 面 上 绝 寻 边界 相 重 合 的 流 线 。 如 
以 前 一 样 ， 把 它 变换 到 汪 -平面 上 ， 即 得 解析 琐 数 外 (2z) 一 中 (xy) 十 
iy(x, 7); 其 中 全 tx,) 就 是 我 们 记事 求 的 温度 , 而 其 xy) 是 相 尖 的 流 二 

数 。 于 是 ，Y(x:y) 将 产生 与 绝缘 边界 相 重 的 流 线 ， 而 ptx,20) 将 在 其 
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从 边界 上 到了 预先 给 定 的 值 。 下 面 举 一 全 说 明 这 个 方法 。 
例 4-4 参考 图 4.18(a)。 一 导热 特质 充满 空间 ?>>0,， 边界 y=0， 
这 1 的 温度 保持 六 100*C, 边 园 =0x< 一 L 的 温度 保持 为 0"C, 而 过 
界 了 = 一 0, 1*1 过 1 是 绝缘 的 。 求 在 介质 内 的 温度 分 布 函 数 ez 从 和 复 
温床 中 (z)。 
和 解 ”我 们 要 找 一 个 变换 ， 它 将 把 给 定 的 区 域 屿 照 成 一 个 更 易于 处 
理 的 形状 。 我 们 回 扎 起， 交换 


ZSin Ww, (4—65) 
w= Sin 
由 起 5 SFO 
2 

ri 
/ gpe 
全 
了 1 Ne 100C 工 
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把 图 4.18(9) 中 所 示 的 区 域 共 形 映照 成 图 4.18(5) 中 所 示 的 区域。 边 
界 条 忻 被 变 成 (一 T/2,D=0,917/2,) 二 100,2>0。 

我 们 看 到 对 变换 后 前 边 值 问题 ， 其 新 的 温度 分 布 9 与 020 无 
关 ， 它 将 只 是 站 的 项 数 ， 下 述 形 式 的 温度 

if) 一 4 十 也 A,B 是 实数 ， 且 一 4/2 志 WA 寺 X/2 (4-66) 

将 产生 与 边界 = 一 r/3 和 w=7/2 相 重 合 的 等 温 线 。 为 I 林 决定 和 和 
3, 我们 应 用 边界 条 件 g.( 一 x/2)=0 和 w(x/2) 一 100 了 方程 (4- 66), 
即 得 


0= 一 全 +B, 100 一 皮子 十 至 。 
同时 解 这 两 个 方程 ， 我 们 有 4 一 1001xr, 卫 = 50, 于 是 方程 (466) 成 为 
* TI2 9 


piu) = ut50, 一 z12<n<cr/2。 《4-67》 


注意 到 9,(w) = Re[(100/x)w+50], 我 什 即 得 复 温 度 为 
四， Wt, IRewl <3, 《4--68) 


而 流 函 数 是 i 
YL) lm DW) = 0. (04-09 


由 于 w 二 sin~:(z), 将 它 从 入 方程 (4-68), 即 得 z- 平 男 上 的 揽 温 度 为 
$7)— sin-iz+5), i (4—70% 


其 中 一 x /2 所 Retsin"!z) /2。 
沪 了 从 方程 (4-70) 得 到 实际 的 温度 P(x; 7), 可 如 下 进行 ; 
z= (Xx+iy)=sin w=sinu:ch yi co suesh v, 
于 是 
X=5in uch v, 
2 一 5C05 n*sh Us, 
由 于 ch v 一 sh* v=1, 则 我 们 有 
-和 和 -1 
Sin2 fos 下 ” 


或 者 


Xx? YE 
8$iny tw TS 二 1。 《4-71 


我 们 在 方程 44-717? 的 两 边 习 以 Sin3tatl 一 sin*x)， 便 得 到 关 于 Sn 入 盘 
一 个 一 次 方程 式 ， 解 之 即 得 
G++ EEE ) -x 


Sin? 站 一 


和 并 利用 区 =sin 1itsinw), 我 们 有 


y= $in- | Er +/ 和 二 | (C472 


= 193. 


把 (4-72) 式 代入 方程 (4~67), 我 们 获得 


P(X y) 一 1 Sin™! EE + ) x? 


2 


十 50。 (4-73) 
按照 方程 (4-67) 的 条 件 ， 此 地 要 求 一 x/2 志 sin7 IsTA2。 从 物理 意 
义 玉 看 ， 导 热 介质 中 的 温度 既 不 能 小 于 0 人 ,也 不 能 超过 100 避 。 为 了 
决定 覃 式 中 适当 的 符号， 注意 到 点 x 一 0 ?= 一 0+ 位 于 了 两 个 导体 节 吊 
点 ， 根 据 对 称 性 ， 这 点 前 温度 应 是 50。 这 个 条 件 要 求 (4-73) 式 内 语 移 
根 号 前 应 取 人 负 号 。 边 界 条 件 PpCx,0) 一 0, 当 x 过 一 1 时 和 中 (x,0) 王 100 
当 x>1T 时 ， 要 求 将 (4-73) 式 外 部 的 * 土 * 在 第 一 象限 中 取 为 正 的 ， 萤 
第 二 象限 中 到 为 灸 和 的。 注意 到 当 我 们 越过 正 3》 办 时 温度 没有 不 过 统 
竹 ， 电 方程 (4-67)，,w- 平 面 上 的 等 温 线 是 & 为 常 值 的 那些 巾 面 。 银 据 
方程 (4-71)， 这 些 等 温 线 在 z 平面 上 成 为 双 曲 线 ， 如 图 4.18(a) 所 
示 。 


习 惠 


1 

(1) 尘 例 4-1 求 光 = 6 的 流 线 方 程 ,证 明 ， 这 壹 迹 若 夯 在 图 4,11t4) 中 ， 是 中 
心 位 二 了 朝 上 上 且 经 进 原点 的 圆 。 

《2》 用 平面 几何 的 论点 ， 证 明 这 种 加 必 正 交 于 这 例子 中 的 等 温 线 。 

2。 如 图 4.19 所 示 ， 导 热 介质 占据 了 渴 形 9argz 专 x, 边界 上 的 温 典 保持 为 
7 和 了 2。 

《17 证 明 妈 = 基 +ib=10g 冯 和 把 上 还 栅 箭 变 成 平行 于 站 办 的 条 形 ! 

(2) 条 形 中 的 等 温 线 显然 是 平行 于 站 轴 的 。 证 明 这 区 域 凡 的 通 度 能 表示 瑟 下 

dt) = Av+H, 

并 冻 出 妇 和 B， 

(3》 证 明 ， 在 给 定 的 宽 形 区 域 上 温 底 是 


Pt) = 二 tg 1 (2) + D3 
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(4》 证 明 ， 在 枫 形 内 复 温度 是 
D2) 一 -i( A D ) logz + Ts 


(5) 给 加 出 模 形 中 的 流 线 和 等 温 线 。 


关 4,19 
3， 一 导电 体系 统 有 如 图 4,20 所 东 的 截 口 ， 这 导体 的 电位 势 如 图 上 所 示 。 决 
定 区 成 Imz 六 0,1z| 六 1 的 复 势 及 4 《提示 :考虑 如 = -~ 112 并 用 例 &-2 巾 的 
结果 ) 。 


图 4,.20 
4。， 单 位 直径 的 圆 往 体 保 持 温度 汶 1000, 它 与 刘 度 保持 在 0 的 平面 相 切 
《 见 图 4,21)。 导 热 系 数 为 玉 的 物质 存在 于 圆柱 后 和 平 形 之 间 ， 即 Rez>>0，12 一 

1/2|>1/2, 

(1) 求 在 导热 系数 为 率 的 物质 内 的 还 度 p(y) 3 

《2 求 流 函数 和 ,YY); 

(3) 式 一 般 的 和 古 点 =1,3=1 的 上 复 热流 密度 4= wtx, pF) iQvtx,y)。 

5。 有 学 径 为 如 的 导电 圆柱 体 的 轴 与 导电 的 平面 相距 为 友 ( 见 图 4.32(0)) ,一 
分 式 线 性 变换 将 把 这 形状 的 截 口 观 蔬 成 妃 -平面 上 的 一 对 同心 避 ( 见 图 4.2205))， 
像 点 已 用 足 标 表示 。 求 圆 的 半径 2, 这 加 是 直线 4=0 的 映像 ， 并 和 假定 6>1。 用 俐 
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如 ”4.22 
禾 得 的 结果 证 明 分 于 圆柱 位 和 平面 之 则 的 单位 长 度 的 电容 是 
C= 2 , H>R, 
HH, 1H: 
log (H+ -1) 


8。 在 例 4-8 的 (2) 中 证 明 : 溶 对 油 图 4.16 中 ts 与 04 的 位 置 ， 而 如 和 加。 
保持 不 变 ， 则 我 们 不 能 得 到 正 的 p 值 。 假 定 zy zzyza 和 到 是 不 变 的 。 

了。 

C1》 传输线 由 两 根 导电 的 管子 所 组 成 ， 其 截 口 如 图 4.23 所 示 。 它 们 的 轴 之 
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图 4.23 
司 的 距离 是 刀 , 注意 及 + 局 ;< 已; 证 明 单位 长 的 电容 由 证 式 给 出 


2 TE 


[一 


IogP 
其 中 


.Rit Ri-D | Rit+ RD Y _1 
.2 RRs 2ER M 


将 电容 表示 成 双 曲 函数 ， 

(2) 取 五 = 只, =1 员 := 3, 设 内 导体 是 1 伏特 ， 外 导体 是 0， 求 由 两 个 圆 所 围 
二 的 区 域内 的 截 电 势 p(x y)。 

8。、 考 塌 变 搞 站 = 看 Ch 坟 , 其 中 天 20。 

{1) 证 明 ; 线段 =ch-1(4/8)，-5< 之 yx 被 变换 成 椭 贺 /A tA 
一 大) =1《 见 图 4,24); 取 肌 汪 电 ， 

2) 证明， 这 变换 把 无 限 直 线 4#=ch-1(Ajk)， <o<ce 变 成 《1 让 的 请 
加 ， 这 联 要 是 一 对 一 的 吗 ? 

《3) 证 明 ; 线 眉 w=0, -~T<Hsf 被 变 成 线段 = 0 一 训 生 和 人 部; 这 映照 是 一 
对 一 的 吗 ? 又 无 限 直 线 # = 0, 一 00 之 之 co 被 蛮 成 什么 ? 

C0》 求 单位 长 传输 线 的 电容 ， 其 截 日 如 图 4,25t8) 所 示 《 提 示 ; 求 介 于 一 对 
平面 之 闻 (如 图 4.25( 了 ) 所 示 ) 的 静电 势 p(x，y 和 复 势 》; 若 我 们 沿 遂 时 丢 方 
向 环绕 图 4.25(&) 中 的 内 导体 一 其， 则 流 还 数 乡 将 改变 和 多少 (提示 讨论 图 

4.25( 如 中 对 应 的 轨道 》? 
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9。 
《1 耶 数 
PN v= Aargw+ BB (4-74) 
是 党 和 的 。 其 中 划 和 吕 是 实数 ，arg 如 年 24。 由 于 
PH = RED 
其 中 
tm) = -Ailog w+B. 
假定 喜 线 Y=,t>0 是 导电 体 的 南口 ， 共 电 于 保持 为 六 ; 伏 娃 ， 又 假定 直线 = 
,#0 同 祥 是 另 一 导电 体 的 截 口 ， 其 电压 保持 为 后 伏特 ， 如 图 4,26 所 示 ， 求 
方程 (4-74) 中 的 丸和 了 瑟 , 使 得 os 的 是 空间 b>0 内 的 静电 势 。 
《2》 利用 对 上 半 平 面 章 泊 松 积分 公式 ， 求 在 gm0 内 的 调和 函数 ， 它 洛 乡 = 
0 满 凡 同样 的 边界 条 垢 ， 、 
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{3) 求 训 1; 闫 ;和 日 全 中 实数 ) 使 译 
eH) = A arg(twy Hi + Aaretw— uy +B 
= Re[ ~ Arilogtw — #1} — Anlogtw — Ha} + BJ C4-75} 
是 空间 ze 中 《如 图 4,37? 所 示 》 的 边界 值 问题 的 解 ， gC, 直 在 B 守 0 内 是 调和 
的 ， 避 满足 


wu 0 =Vi, Hs Pit, 0} = Va tH 
人 = WV, HH 
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(4) 设 (3) 中 = 一 1513==1 Ti=Ta=0i< 太 《如 图 4 让 记 示 ) 。 利用 
《3 中 所 得 到 的 结果 证 明 在 p>0 内 调和 且 注 足 那 尝 边界 条 件 的 ir9) 由 下 式 
给 出 : 
. p(s) =Re Fw)s 
其 中 复 势 是 


i 
Pi) = log (加 1 + ) ， 
而 
VY ”2p 
Pts DP) = 元 ftg (ai? 
其 中 0 志 tg 0 息 x 


《5) 在 图 4.28 .上 措 由 p(X y) = 了 /2 和 9 = 人 由 的 等 势 线 ， 并 给 出 每 
一 等 热线 的 方程 。 
了 ， 
(1》 一 导热 系 敷 为 不 的 物质 充满 z- 平 面 上 的 第 一 象 路 ， 其 边界 保持 在 王 
4 .29 所 示 的 状况 。 求 在 物质 中 点 人 z,3) 的 温度 (名 示 ， 将 所 给 形状 变 成 习题 93(4) 
中 的 形状 ， 并 利用 那 可 题 的 结果 》，。 
(2) 概述 向 宣 线 #=y 从 X=0 到 兆 =2 的 温度 变化 情况 。 
(3) 求 出 与 8(X, 7 相关 的 流 线 V(X yj。 
(4) 求 在 导体 物质 中 的 复 热流 窗 度 YY = @e +i@y。 
11. . 
《1 导热 物质 的 边界 上 的 温度 如 图 4.30 所 示 。 求 物质 内 部 -8<*<ay 庆 
温 放 p(X; 和 DD《 提 示 利用 如 = Sn zy 
《2) 在 图 .上 回 出 (X00) 一 A 之 和。 
y 


VC 导热 系数 为 :的 价 质 


一 、 
上 洁 
mp 一 
EE 
100 6 oe 
国 4.29 


.90 


12, 
(1》 证 明 ， 在 变换 要 = cos "2zA 或 3=Eeps 志 下 ,直线 外 =0，- oo cy 
-8 和 ?= 0 0<Y<eoe 被 怠 疏 成 切 - 乎 面 ， 如 更 4.31 所 未。 假定 5>0。 

(2) 证明， 上 上述 变 换 把 z- 平 面 除去 ?= 加 1#ti2za 所 得 到 的 区 域 一 汰 一 地 
了 玫 照 成 条 形 0<zc<Try 加 图 43 的 所 示 。 考 碌 算 形 ， 卫 冬天 全 2 机 守 V 和 2， 这 
矩形 在 2z- 平 面 上 的 像 是 什么 ? 

《3) 两 张 半 无 限 导 电 体 ， 其 截 口 草图 4.32 所 示 ， 它 们 之 辣 相 距 324。 两 导体 
的 叫 压 保持 为 Vo 伏特 和 0 伏 畦 。 证 明 ， 在 除去 了 = 13| 全 在 所 得 到 的 区 域 上 其 
复 势 由 下 式 给 出 


2 = Pa COS-1 
Fr 
? 
C -a 
-一 一 一 一 一 -一 一 一 全 一 一 
A B 0 D 
《 可 
玛 4.31 


#2 


44) 对 4= 1 证 明 电位 势 是 


{Xs 了) = iY (<r) mr + tt) 本 


其 中 0 区 cosr1f， en 《提示 。 在 也 -平面 上 或 J 用 + 和 yy 来 表示 ， 并 
注 言 BJ] X= Cos wch vy= 一 8 和 Shop， 于 是 (tcCoss8) 一 《Tsiniay =1, 对 
多 这 方程 》。 

(5》 用 对 称 性 去 讨论 250,Y) = Vopz, - 吕 0 芝 J 之 o0: 并 且 用 这 结 傈 去 决定 (4》 
中 大 部 节 根 式 前 的 符号 。 

(6) 证 明 人 d4) 中 的 "px 攻 ) 满 足 活 直线 X21, yD 和 241,y=0 所 指定 的 边 
界 条 条 。 俏 车 外面 笋 式 的 符号 在 第 一 和 第 四 象限 内 取 正 号 ， 在 第 二 和 第 三 象限 由 
取代 号 ， 这 是 否 意 味 着 当 P(X; 拉 越过 了 轴 是 二 连续 的 ? 试 解释 之 。 

(7) 对 E=1: 证明， 上 志 场 的 复 势 是 下 ftt- 有 ur 其 中 人 -各 ?2 是 出 
语 图 4.32 中 时 体 的 分 支 割 线 所 定义 。 

13。 性 热 系 数 为 衣 的 物质 有 一 截 口 ， 它 占据 了 第 一 象限 ， 其 边界 上 的 温度 保 
持 若 如 图 4.38 所 示 的 状 咒 。 


说 度 DC ,Y>1 
1 和。 导热 系数 为 5 的 物质 


温度 100c x>1 


a .0 。. 


(1) 证 明 ， 导 体 六 的 揽 温 度 是 --  … 


Da) = 0 sin-i (2?) + S50 一 F<Re Sin” 1 {0 


了 


(提示 :把 这 问 二 中 的 区 域 其 形 和 照 成 们 4-1 中 所 壕 的 区 城 》。 
《2 证 明 :; 导体 内 的 温度 是 


p(X y) 了 56 十 0 


， | Ti rr] 
snr Nt et | IT Cary), 


其 中 - /2<sim (0) 守 #2, 在 每 个 根 式 选 适当 的 符号 。 
(3) 证 明 ， 复 热流 密度 是 


200k ; 
qr (0A) -Qe+iQ, 
《4) 设 下 = 1 选取 适当 的 根 式 的 值 ， 给 出 下 列 点 的 4 的 分 量 他 和 布 鲁 ,的 数 
值 - 
=127=0+} X=2ry=0+3 
斌 = 站 + ,y=1/2: = Y= 2 


(1) 导热 系数 为 站 的 物质 帮 和 图 4.34 所 示 的 边界 。 证 明 ， 物 岳 内 的 复 温 讼 


省 = -一 一 2 sin + (三 ) +100, oSResin 中 


(提示 ， 考 虚 把 映照 2=@sin 办 作用 在 条 形 0<Re wa/2, 0w>0 上 ) 。 
(2) 证 明 温 凡 为 全 的 等 温 线 位 村 下 述 双 上 曲线 上 ， . 
> 


导热 系数 为 的 物质 


1Wc, 
?>0 
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-有 ~- 和 护 
Gr 9M Car CoS 
其 中 = 00 一 YF/200, 
(3) 描绘 全 = 500 的 等 温度 级 。 
15。 单 位 半径 导热 秆 的 外 部 温度 如 图 4.35 所 示 ， 其 一 半边 看 是 绝热 的 。 证 
明 ， 主 内 的 复 慢 度 盏 下 式 给 出 : 


(8) =50— 了 sin ie 一 -<ResintC.. EF 


=I， 


Er 


图 4.35 


18, 当 一 个 不 可 穿 和 的 朋 体 障碍 物 放 鹿 于 运动 的 液体 中 时 ， 没有 液体 通过 和夫 
体 的 表面 。 因 此， 在 物体 表面 的 每 一 点 ， 液 体 速 度 失 芍 法 向 分 量 必 须 是 号 ; 耕 
则 ， 它 将 被 液体 穿 进 。 由 于 流动 与 物体 的 表 功 相 妇 ， 它 的 边界 必 与 流 线 相 重 合 。 

有 边界 的 最 简单 的 液体 流动 是 一 致 平行 于 无 限 平面 且 在 先 限 平面 上 方 的 流动 

( 见 图 4.36)。, 描 述 这 滚 体 流动 的 复 势 是 器 = Aw, 其 中 妇 是 实数 ， 弛 = 玫 + 记 ,对 
章 凋 右 方 的 流动 ， 凤 是 正 的 : 对 朝向 左 方 的 流动 ， 占 是 负 的 ， 

(1) 从 奋 计 算 复 流 江 速 度 ， 并 证 明 这 流动 确实 是 一 - 致 琴行 于 平面 的 ,， 即 是 平 
行 于 站 办 的 ; 

《2) 求 流动 的 流 函 至 Ge 沿边 界 的 值 是 什么 ? 在 图 4.36 上 措 绽 出 
时 = 0 区 = 有 有 , 攻 =2 大 的 轨迹 。 | 

《3) 图 4.36 中 所 描述 的 往 空间 wzz0 内 的 流动 被 2=20 变 成 &- 平 | 面 ， 其 
中 平方 根 取 的 是 主 值 支 。 证 村。 图 4.36 的 平 的 边界 被 瑞 照 成 图 4.37 中 的 直角 边 
界 。， 并 证 明 图 4,36 中 的 复 速度 势 040 被 变 成 多 (3 = Az:, 它 描述 了 液体 在 边界 
峙 的 流动 。 


“0 


图 4.37 

《4)》 证 阴 ， 在 钊 点 的 流动 的 复 速度 是 2 YX -3j 由 且 液 体 在 一 点 的 流动 
速度 直接 随从 人 角 点 到 读 点 的 距离 而 改 亦 。 证 明 ， 沿 墙 尽 =0,》>0, 该 体 流动 广 
向 是 人 负 y 轩 方向 沿 南 履 =0x%>0, 滚 体 的 流动 方向 是 正 * 轴 方 向 。 

(3} 球 洲 动 在 措 角 外 的 流 函 数 小 (X,Y) 的 方程 ， 并 证 明 ， 流 线 是 汉 册 线 ， 并 
且 革 中 之 一 与 流动 边界 相 重 合 

17。 滚 体 流 经 135。 的 揭 角 ， 如 图 4.38 所 示 。 

(1) 证明。 描述 这 流动 的 复 势 旦 下 形式 

下 (4) = Az13 ,其 中 肌 是 正 实数 
{提示 ， 求 一 变换 ， 它 把 图 4,36 中 的 区 域 #220 映照 成 图 4.38 中 的 流动 区域， 

并 应 用 这 顾 一 变 措 于 图 4.36 中 的 均 导 流动}》。 

(2) 用 z=reis 把 多 (2) 斤 成 极 坐 奈 ， 并 证 明 束 度 势 和 流 画 数 分 别 给 出 如 
Ts 
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鲍 4.38 


pirsd) = Aruscostt, dr, FY = 4rwssin 全 ， 


(3) 用 邓 CYs 信 撒 绽 流 战 多 =0 和 六 = 44。 

《4)》 或 复 流 动 违 度 ， 证 明 ， 当 = 135" 时 ， 访 体 运动 平行 于 墙 鞋 ， 而 甩 赵 同 
于 顶点。 证 明 ， 当 8=0" 时 ， 滚 体 运 动 平 行 于 墙壁 ， 而 且 济 动 是 从 顶点 流 开 走 。 

18。 竹 这 题 中 ， 我 们 将 借助 变 搁 图 4,36 中 的 均 句 流动， 研究 液体 流 进 一 个 圭 
闭 的 渠道 。 这 里 
2 = sin- -也 <Re sin"lwe ， 

(1) 证明。 图 4.36 由 平坦 边界 8=0 被 变 成 图 #4.39 中 所 示 的 封闭 渠道 。 

《2)》 证明， 渠道 内 的 复 流 动 速度 是 Acos x ch y+id sin xsh y。 

《3) 证 明 ， 沿 渠道 的 左 墙 ， 液 体 流 动 的 方向 是 负 y 铀 方向， 在 党 省 的 终端 ， 
该 体 流动 的 方向 是 正 < 四方 向 : 沿 汇 道 的 二 墙 ， 流 动 方向 息 正 》 轴 方向 , 假定 
A>D, 


ee 
” -< 


ww 
f. 

和 

一 1 

Tr # 


Vo 


图 4.39 图 


(4)》 证 明 ， 撕 还 续 道 中 访 体 流动 的 流 郑 亦 是 节 = A cos 4+ sh y。 

(5) 在 图 4.39 上 描绘 流 鳗 人 =0 人 = 骨 /2 贡 = 退 

19 ， 

《1) 液体 在 宽 为 的 渠道 内 以 均匀 速 变 中 沿 图 4.40 所 示 的 方向 病 动 。 证 
阴 :， 摘 志 这 广 动 且 满 足 渠道 晤 是 流 线 桔 求 的 复 鞠 是 而 =iTozb。 

(2》 用 变换 a = cos w 把 这 深 道 及 其 流动 映照 到 2- A 芝 寻 习 下 12)。 证 - 
明 : z- 平 而 上 的 流动 是 通过 位 于 平面 y=04 且 宽度 为 2 的 天 【 4.41)。 描 述 z~ 
平 加 上 这 流动 的 锡 执 是 什 么 f 


术 

图 4.41 

(33 在 孔 的 中 心 2 = 让 村 ， 滚 体 忆 什么 速度 和 沼 什么 方向 流动 

74》 求 通过 y = 0,%X=12 这 一 点 的 流 线 方 程 ， 并 描绘 是 其 轴 广 。 

(35》 证明 远 离 孔 时 ， 即 当 |z| 冰 1 Cz| 充 分 大 ) 时 ， 流动 速度 的 分 量 渐 近 地 . 
由 下 式 洽 出 ， 
-Vo cos, vu = es ,Oper, 
和 
-VV CoS 

多 外 


ye = 
其 z=reit, 
20。 在 这 题 中 ， 我 们 将 研究 绕 平 面 上 半 部 柱 障 得 物 的 流动 。 和 如 图 4.36 所 挤 
人 未 的 在 上 兰 无 限 平面 上 的 液体 流动 ， 被 z = 地 /324 1 所 变换 , 这 变换 包 
舍 末 条 从 名 = 十 2 向 下 半 面 伟 展 的 分 支 盎 线 。 了 =0 的 像 是 = ji。 
{1) 诺 明 图 4.36 巾 轴 2 = 的 者 是 图 4.42 由 滚 体 的 过 容 ， 并 二 空间 vw 
0 被 旺 照 成 这 边界 上 市 的 区 域 《 提 未 ， 证 明 我 们 变换 的 闭 男 煞 意 如 =3+tiz， 用 
这 个 变换 把 图 4.42 中 的 边界 变 成 图 4.36 中 的 实 苦 攻 = 六 )。 ， 
(2) 证 明 : 描述 #*- 平 面 上 流动 的 复 势 是 多 (2) = Atz+ SO 


ty = >on U Ts 
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了 全 4#4,42 
(3) 证 明 ， 图 4.42 中 复 流 动 速度 是 (1 一 1/(2))。 为 什么 当 我 们 远离 半 锡 
福 障 碍 物 时 ， 它 表示 图 4.42 中 液体 是 朝 右 方向 的 均匀 流动 ? 
(4) 设 2=8e19, 证 朋 ， 撕 述 流 动 的 极 坐 标 下 的 流 函 数 是 上 = 人 一 1)sin8。 
在 与 边界 相 重 合 的 流 线 上 ，# 的 值 是 什么 ? 在 图 4.42 上 描 终 出 岁 = 二 的 流 线 ， 


$ 3 许 伐 蒋 -吉利 斯 托 否 公 趟 


热传导 、 流 体力 学 和 静电 学 中 的 许 密 物 理 问 题 都 有 其 截 口 为 和 多角 
形 的 边界 ， 我 们 要 在 以 这 种 多角 形 为 边界 的 区 域内 寻找 湾 足 某 些 边 界 
条 件 的 调和 函数 。 一 个 一 对 一 的 观照 = 并 2 它 把 半 平 面 上 的 这 种 
密 和 角形 区 域 变 成 w- 平 面 的 上 半 平 面 ， 并 且 将 多 角形 边界 变 成 实 轴 , 这 
对 我 们 解决 物理 问题 是 大 有 帮助 的 ， 固 为 现在 得 到 的 基 简 化 的 区 域 形 
状 。 在 此 ， 我 们 讨论 一 些 接 近 于 我 们 所 面临 且 希 要 解决 的 问题 。 许 伐 
芯 - 克 利 斯 托 否 (Sechwarz-Christoffei)》 公式 是 一 个 很 有 用 前 变换 公式 ， 
它 将 把 w- 平 面 上 的 实 轴 《〈 即 二 轴 ) 变 成 2 平面 上 的 多 角形 ， 一 旦 获 
得 了 这 种 变换 公式 〈 常 常 是 个 困难 的 工作 ) ， 其 道 变换 有 了 时 能 被 利用 
来 产生 所 要 求 的 w= 了 (7)。 

对 许 修 蔽 ~- 训 利 斯 托 拘 公式 的 严格 推导 ， 我 们 将 不 予 介 绍 , 我 们 将 
普 先 使 读者 确信 它 的 有 理性 ， 然 后 ， 继 续 讨 论 它 的 一 些 应 用 合子 。 

为 了 察看 公式 是 如 何 起 作用 的 ， 我 们 考虑 简单 的 变换 

2 二 《CW 一 2 《二 了) 

其 中 (tw; 们 是 WwW- 平面 实 轴 上 的 一 个 点 。 方程 (4-76) 是 带 助 从 点 tw = 
&: 出 发 且 进 入 下 半 平 面 为 分 支 制 线 来 定义 的 。 使 方程 (4-76? 两 边 的 由 
角 相 等 、 我 们 太 
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arg z= Tiarg (Wu), . (4277》 - 
若是 大 于 WI 的 实数 ， 我 们 取 arg(w 一 wi) 二 0, 由 方程 (4 -77)， 而 


arg X=0, {4-78) 
车 Ww 是 小 于 声 和 的 实数 ,我 们 有 arg(w 一 #1) = 由 方程 (4-77), 则 
AIBT—0), . (4—79) 


方程 (4-76) 指 出 ， 点 ww 和 x 二 0 互 为 映像 。 现在 ， 让 我 们 参考 图 
4-43ta)y (b)。 若 我 们 考 囊 # 轴 上 磋 于 w==# 厂 方 的 直线 段 ， 按 照 方程 
(4-78), 人 且 位 于 正 x* 轴 的 直 线段 ; 
而 位 于 w= 左 广 的 直线 段 ， 按 照 方程 (4~79), 必定 被 变 成 一 条 从 友 
点 出 发 且 5 计生 交角 为 9 2 ,的 射线 ， 

总 之 ，Z 二 (ww 一 0%7 把 位 于 轴 环 县 经 过 点 负 == 记 的 直 线段 弯 
成 一 对 直线 眉 ， 它 们 在 二 平面 上 交 于 原点 ， 且 夹 角 为 01。 将 较 复杂 的 
变换 

一 COmw 一 zetr 二 Ca 480) 

应 用 于 图 4.43(G) 的 直线 ， 记 产生 的 一 对 线 踊 表示 在 图 4.43(c) 中 , 其 
夹 角 仍 是 ,但是 线 眉 不 再 从 原点 射出 ， 一 般 地 , 是 将 图 4,43(5) 所 示 
的 一 对 直线 段 进行 了 旋转 。 z 

变换 训 一 蕊 2) 同时 把 轿 上 的 若干 直线 段 弯 成 -平面 上 的 若干 对 
直线 段 ， 这 些 对 直线 段 应 交 于 不 同位 置 的 点 且 夹 角 不 同 ， 原 则 上 ， 它 


要 1 
Cllwisl) 1Ca=s 


- | 
tw 一 Mt 
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. 碟 整 个 * 轴 变 成 二 平面 上 的 多 角形 。 
-dz 
dv 
为 了 把 t 输 变 成 多 角形 ， 这 启示 我 们 考 筷 下 列 公 式 


dz 二 洁 - - 
tt DEW— Ha CW a) 


和 
其 中 (0), (aa0 py fr 的 是 多 角形 顶点 在 Vi- 平面 上 的 像 ， a 
<0，… ,0s 是 2- 平面 上 多 角形 之 两 相 邻 边 的 夹 角 。 事 实 上 ， 我 们 关于 这 
公式 的 假设 是 正确 的 ， 并 且 总 结 埃 下 述 定理 。 
定理 1 ( 许 贷 菊 -- 克 利 斯 托 否 公式 ) -平面 上 的 实 办 被 下 述 公式 
《4-81) 或 (4-82? 变 成 革 平 面 上 的 多 角形 ， 它 有 ?个 顶点 zyza 加 
-再 对 应 的 内 角 yz， yen: 


个 二 
= CW) 


=AW mw) De Wm) (4-81) 
或 者 
z=A| (Eu) Ew) TI— 1 《到 一 Bts id 二 五， 


《4 一 8 之 
其 中 Hi 并且 (ul)， 0), {UH 0 ), "my (Hn 43 被 映 照 成 顶点 
| 025 洲 WCo 被 时 照 成 一 个 顶点 ， 比如 说 之 jy 则 在 方程 (4-81) 
中 包含 (六 一 2 的 项 消失 了 ， 方 程 (4-82) 中 包含 从 一 而 ) 的 项 不 出 现 
了 。 多 角形 的 大 小 和 方向 出 和 3B 类 定 , 兴 平面 im w>0 被 映照 成 多 
角形 的 内 部 。 人 公式 (4-81) 和 (4-82) 称 为 许 伐 萨 -克利 斯 托 否 变换 公 
式 。 
在 方程 (4-82) 中 ， 积 分 的 下 限 没有 被 指定 。 读 才能 任意 地 选取 这 
不 量 。 但 是 应 注意 ,能 提出 的 任 徊 常数 都 能 被 吸收 至 中 去 ,积分 是 对 
亿 变 量 6 进行 的 ,对 方程 (4-82) 的 两 边关 于 ww 求 号 数 ， 便 得 到 方程 
攻 4-81)。 

为 了 考察 变换 如 何 超 作用， 由 方程 (4-81)。 我 们 有 


dz2=ACW— 1 ) (my 一 下) LE BE 一】 ，，。 《一 于 ta Idw。 
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令 两 边 的 幅 角 相等 ， 我 们 有 . 
?rgd 一 碎 扣 六 +(* 01)Ars CW— uy) +(a -Datw- 2) 
+*…+( 和 一 1)A rg(W—us) +Argdw, (4-83> 


现在 ， 我 们 想象 点 位 于 图 4。d44p) 中 标记 为 卫 的 位 置 ， 我 们 带 卫 走 
到 于， 12 Mn 的 左 便 。 


名 4.44 
) “9 当 w 沿 实 轴 通过 增 景 dw=dx 走向 如 有 时， 我 们 有 Argd w 一 0。 当 
信 在 忆 的 左手 时 ， 由 于 fw 一 HCW 一 W)CW 一 tn) 全 是 负 数 ， 所 
以 在 方程 (4-83) 中 ， 这 些 项 的 幅 角 全 部 为 Xx, 而 耳 当 Ww 疝 纺 行进 时 ， 
这 个 方程 中 的 A rg dz 保持 为 常数 。 当 w 沿 直 线 轨迹 移动 时 ,dz 的 粮 
角 只 能 保持 不 动 。 因 此 ， 当 Ww 在 图 4,44(9) 中 移 向 时， 出 方程 (4 一 
81) 或 (4-82) 所 定义 的 z 之 园 迹 起 线段 。 
闭经 过 如 有 时， 方程 (4-83) 中 的 ArgCw 一 ) 突 然 减 少 了 Ax。 民 
是 ， 这 个 方程 右 端 中 的 所 有 其 他 的 幅 篆 保持 为 原来 的 值 。 按 照 方程 
(t-83) Atgdz 的 值 将 有 突然 的 变化 ， 它 下 降 了 (om 一 1)r 一 呈 一 
f 或 增加 了 一 4 和。 现在 和 位 手 基 的 石 便 ， 考 训 洪 直 轴 移 回 z， 则 
Argdz 保持 为 新 的 值 ， 且 扩 平 面 上 的 轨迹 是 线 筑 。 幅 和 角 增加 了 严 一 号 
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忱 得 生平 面 上 的 责 条 线段 交 于 点 思 , 旦 具有 爽 菠 中 〔 吕 图 4.44(o))。 

当 继续 沿 4 轴 移动 至 届 右 向 时 ， 如 图 4,44tb) 中 所 示 , 出 方程 
《4-83), 我 们 看 到 Arrgdz 将 突然 增加 一 ea, 而且 当 亿 在 中 与 忆 之 间 
乱 动 时 ， 在 平面 上 产生 新 的 线段 ， 它 与 前 一 线段 的 夹 角 是 各。 所 此 
方法 ， 当 w 在 WwW- 平面 上 沿 整 个 实 轴 从 一 co 到 十 oo 前 进 时 ， 由 方程 
《<4-81) 或 (4-82) 所 定义 的 变换 在 忆 平 而 上 产生 了 整个 多 前 形 。 

让 平面 几何 学 ， 我 们 知道 ， 闭 多 角形 的 外 角 之 和 是 2 在 图 4.44 
《a) 中， 在 顶点 4 处 的 外 角 是 一 忆 , 在 顶点 所 处 的 外 和 是 一 &:， 等 
等 。 于 是 光 

a) rt ) 2 
车 将 上 式 两 边 除 以 2 r, 然后 弱 上 (一 1), 我 们 得 到 一 个 关系 式 ， 即 著 4 
轴 被 变 成 一 个 闵 密 角形 ， 则 方程 ( 刀 81) 和 (4-82) 中 的 指数 必须 满足 关 
系 式 ， 
呈 一 1 十 天 一 1 十 … 十 到 一 1 一 一 2。 (4-84) 


这 个 关系 式 在 下 述 例 4-5 和 4-6 中 是 满足 的 ， 但 在 例 4-7 中 是 不 湾 足 
灼 ， 那 里 讨论 的 是 一 个 开 才 角形 。 

车 半 多 角形 指 一 个 顶点 ， 比 如 说 2 是 m= co 的 上 映像， 我 们 看 方 
程 ({4-81) 或 (4-82) 必 须 如 何 修 改 。 作 分 式 线性 变换 


£6= HH , Cd—85Y 


它 把 上 兴 WwW 平面 觅 照 为 上 半 上 平面 ， 宝 轴 映照 流 实 轴 , 1 
Un-is tm= co 分 别 变 为 Pt :< 1 二 于 是 ， 变换 (4-85》 与 
《4--82) 的 复合 变换 把 上 半 6 平面 映照 成 多 角形 的 内 部 ， 并 有 和 且 把 家 缺 
照 为 4 1,2,.…yR)。 由 方程 (4-81), 我 们 有 
这 二 六 (EE 一 iN 2 1， EN) ‘4-86) 
其 中 为 =aj/z0 一 1 2,…,1)。 由 于 
dr dz dE _ 1 dz 

dw de dw Cw) 3 

特 方 程 (4-85) 和 (4-86) 代 入 上 述 为 程 ， 我 们 有 
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二 -4 
dy Cw (nm "1 Te 


m1 | _ a—1 
A ONY TH Wt/ 


{tt— WY 1) + 


人 (4-887 


三 一 


由 于 (一 1 十 (ie 一 1 十 十 《和 一 切 一 一 2， 7 一 2 一 wi C1, 2 
# 一 1), 因 此， 由 方程 (4-88) 我 们 有 


和 一 Ai 一 及 11 一 ta) On yan "171, 《4 一 89 


方程 (4d-89) 表 明 ， 如 果 如一 cc， 那 么 许 伐 获 - 克 利 斯 托 否 变换 公式 (4- 
81) 和 (4-82) 中 包含 us 的 那个 因子 将 不 出 现 。 

综 上 所 述 ， 许 伐 芯 -克利 斯 托 否 变换 (4-82) 把 w- 平 面 上 的 实 轴 一 
对 一 地 变 为 以 mayza…yzn 为 硕 点 的 多 角形 。 它 是 否 也 能 把 上 半 w- 平 
面 单 叶 地 共 形 映照 成 多 角形 的 内 部 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 不 过 我 们 将 不 
在 此 给 出 证 明 。 读 者 可 参考 更 高 深 的 教科 书 。 代 是， 值得 注意 的 趾 ， 
当 ti tz oz 顺序 地 沿 刀 轴 从 左 至 右 排列 时 ， 则 对 应 点 和 2 ,2 
欧 顺 序 关 于 多 和 角形 的 内 部 区 域 是 正 的 ， 即 当 我 们 沿 多 和 角 形 从 z) 到 罗 、 
从 22 到 zs 类 Zr 到 2 前 进 时 ， 多 骨 形 的 内 部 妈 绎 是 在 前进 方 条 的 
左 柚 。 

另 一 个 重要 的 事实 是 ， 当 在 zx-- 平 面 上 给 定 以 证 1 证 2 永和 演 顶 点 
的 一 个 多 角 撒 时 , 许 伐 获 - 克 利 斯 托 否 变换 龙 建 立轴 与 多 角形 之 回 的 
对 应 ， 司 得 三 个 借 点 ， 比 如 是 Zz1, 1, ta 对 应 于 女 轴 .上 任意 选 定 的 三 个 
不 同 点 ; 比如 是 如 之 ts 之 ts 而 其 它 th 一 3) 个 顶点 的 像 的 位 置 矶 之 ws 志 
< 则 也 就 被 确定 了 。 

例 4-5 求 许 伐 北 - 克 利 斯 托 否 变换 ， 它 把 w- 平 面 上 的 实 轴 映照 
成 如 图 4,45(q) 所 示 的 等 腰 三 角形 。 三 角形 之 顶点 对 应 于 由 = 一 a, Ws 
一 ,1 一 co (如 图 4,450) 中 所 示 》。 

和 解 ” 对 顶点; 我们 有 = 一 TT/4, 及 其 像 点 是 HI 二 一 个 。 对 顶 扩 Try 


全 7 例如 ，R。 Nevanlina and VY, Paatero， Introduction to Complex Analy-— 
Big, Mass， Addison-Wesiley, 1969, 
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图 4.45 


我 们 有 二 zx/4 及 其 像 由 =0。 最 后 ,对 顶点 zs 我 们 有 四 一 YA2 及 其 你 
Ws 二 00。 由 二 WwW 一 0 被 驶 照 为 zs 则 公式 (4-82) 中 包含 WW 和 的 项 将 
不 出 现 。 利 用 这 个 公式 ， 并 取 积 分 下 限 为 0, 我们 得 到 


z=—A| (+0) -C80) -6 
=—A|(*—ar) -set B。 (4-90y 


这 个 积分 不 能 用 常规 的 函数 来 计算 。 对 每 个 感 兴趣 的 W， 必 须要 用 数 
值 法 来 求 。 为 了 确定 4 和 5, 我们 要 求 它 满足 条 件 ， 当 w=4 时 ，z 一 
2 一 十 13 当 由 一 一 4 有 时， 2 一 2 一 一 1 于 是 ， 出 方程 (4-90) 有 


1=A| (6:—0) -gerB, (4—91》 
-1=A| (6-0) + (4-92) 
对 方程 (4-92) 中 的 积分 进行 变数 变 换 ， 并 在 两 边 箭 以 (一 1), 有 
1 =A| (6 a) ee—B,. (4_93》 


将 方程 (491) 与 (4-93)? 的 两 过 分 别 相 其 ， 我 们 得 到 
2=24|[- (C2 — ays4d 
和 解 之 ， 即 得 


入 Cd-94) 


fs (6 —0) -ds 
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它 也 必须 用 数值 方法 求 什 。 把 这 个 结果 代入 方程 (4-91), 我 们 看 到 ， 
B 一 0。 将 所 求 得 的 A 和 B 的 德 代入 方程 (4-90), 我 们 有 
上 (&2 — at)-34dE 
z= (4-95) 
二 ee- 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 变换 。  . 

例 4-6 求 许 伐 芯 - 克 利 斯 托 否 变换 ， 它 把 半 平面 Im w>0 映照 
成 半 无 不 条 形 Imz>0, 一 1<Rez< 1。 

解 ”从 图 4.46(o) 我 们 看 到 ， 条 形 〈 退 化 的 多 角形 》 能 看 成 基 王 
角形 的 极限 情形 ， 它 的 顶点 称 至 无 穷 远 点 。 在 此 极 限 下 ， 四 一 区 /2。@a 
一 了 /2 0 一 0 由 图 4.46 人) 我 们 有 同一 一 1 让 一 1 一 cc。 把 上 述 e 
和 上 的 值 代入 方程 (4-82) (没有 任何 含 ws 的 项 ) ， 我 们 有 


z=4| (E+ 1) dB = 4 Er Bt.4-96) 


ms 


车 ,后 
为 了 简化 最 后 的 答案 ， 我 们 记 4 一 4 于 是 
册 册 | 


EI) CE? 
方程 (4-96} 成 为 
A] ym +B 
和 容易 求 得 上 述 不 定 积 分 ， 且 将 常数 吸收 到 BB 中 者， 于 是 
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z=Asin Iw+B, {4d—97» 
由 于 名 =1 被 肌 照 成 z=1, 则 从 上 式 有 


1=Asin™!1 十 旦 一 4 六 +B。 (4-98) 
业 似 地 ， 册 于 w= 一 1 被 喘 照 成 z 一 一 1， 从 方程 (4~97), 我 们 有 
-1=Aisin™1(—1)+B=—ArF+B, . (4-99) 


同时 解 最 后 这 两 个 方程 ， 我 们 发 现 B=0，4, 二 2/*。 于 是 方程 (4-97》 
xz 一 sin-KW)。 (4-100) 
例 4-7 求 一 变换 ， 它 把 半 平 面 Imw>0 映照 成 图 4.47(9) 所 示 

的 半 条 形 的 外 部 区 域 ， 边 界 点 古 和 了 三 被 映照 成 点 二 和 Zn 


图 4.47 


解 ” 当 我 们 沿 实 轴 人 抽 }) 由 左 至 右 行进 时 ， 对 应 的 像 点 按 国 4,47 
(9) 中 箭头 所 指 的 方向 前 进 。 些 时， 网 和 角形 的 “内 部 ”， 我 们 把 它 看 
成 为 半 条 形 的 外 部 区 域 ， 应 在 我 们 前 进 方 向 的 左 方 ， 如 我 们 规定 的 路 
径 为 0,b,c,do 设 z 三 0 是 生 一 5 的 岗 像 ， z=0, 如 = 二 i 分 别 是 三 二 1， 
tt 一 9 的 对 像 ， 并 注意 ，91 二 37/2, 90; 一 37/2。, 于是， 由 方程 (4-82), 我 
们 有 有 
z=A[ eve -Dae+D. 
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用 于 1 一 6 代替 (6 一 TD)52 并 将 i 吸 收 到 A 中 ， 我 们 得 到 
z=A| 人 51 一 人 22d5 十 下 。 
上 述 积 分 可 用 积分 老 来 计算 。 于 基 
z= [C2w -Dwtw—1 i Log (ww—1)73+w - 志 )| 
十 卫 。 【4 一 1012 
当 负 =0 时， 我 们 要 求 z= 于 是 ， 由 方程 人 dt-101), 我 们 有 
Af 1 _1 
i (os (3) 
适当 选 联 对 数 的 主人 入 ， 我 们 有 
1 一 全 Flog2 ix]+ 昌 。 (4-102) 
当 w= 二 1 时， 我们 要 求 z=0, 由 方程 (4-101), 则 得 
_ 有 aT_1 1 
o 呈 4| 3ros(3)|+B, 
适当 选取 对 数 的 主 值 ， 则 得 
0 一 全 Log2 二 8, (4-103》 


辣 时 解 方程 (4~102) 和 (4-103), 我 们 得 到 
log2 


A=—3, 了 一 -28<。 
将 它们 代入 方程 (4-101)， 我 们 省 
_ 2 _ - _1 oe 和 
z=—2[(2w—D ww-D) Lo (ww 


+w— 坟 )| + (4-104) 


我 们 可 证 实 ， 通 当选 取 人 分支 ， 则 点 多 二 112 可 被 映照 成 世 平 面 虚 轴 上 
介 于 0 和 1 之 间 的 一 点 。 例 如 , 刘 w=1/2 贱 入 方程 (4-104)， 我 们 有 


工 7 立 
: 不 2 4 江 


1 ( > ) 1D08 2 
一 一 - Leos | 十 -十 一 一 一 
元 名 | 宗 2 十 pk 
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在 上 式 中 用 +i 及 其 对 数 的 主 值 ， 我 们 得 沼 z=172。 

读者 应 将 z 轴 上 的 车 千 个 点 上 申 照 到 *- 平 面 ， 并 县 确信 图 4.47 ta》 
让 所 期 望 的 卫 照 是 能 达到 前 ， 即 我 们 

《1) 在 方程 (4-104) 中 用 Log 的 主 值 支 ， 并 和 旧 

(2) 借助 扶 w=0 和 也 =1 伟 向 下 半 w~ 平面 的 分 支 割 线 来 定义 
TW) 一 ww 一 1))1% 并 县 当 Ww>1 时 取 大 0 


习 是 


1， 由 方程 (4-81) 和 (4-82) 所 定义 的 鼎 限 对 如 = 坝 和 录 = 失 等 是 共 形 的 吗 ? 
为 什么? 

2， 用 许 伐 艾 - 克 利 斯 托 否 变换 公式 求 一 变换 。 失 图 4.48 中 的 扇形 映照 到 上 
半 tw- 平 面 ， 把 刀 映 照 成 (一 1,0),B 映照 成 (0,0),C 映照 成 m。 


J | os 


图 4.48 
3。 用 许 伐 茨 -克利 斯 托 否 变换 公式 求 一 变换 ， 它 把 图 4.49 中 的 区 城 映 照 戌 
上 半 sv- 平面， 把 #2=0 映 绍 成 刀 = 一 1 把 z=i 映 照 成 太 =0, 把 z=0+ 峡 照 成 
他 = 工 〈 提 示 ， 当 atyas 和 ts 达到 适当 的 值 时 ， 把 图 4.49 中 的 边界 看 成 是 图 4 ,5 
由 所 疗 污 界 的 极限 》。 
4。 
(1 求 一 变换 , 它 把 上 半 w- 平 面 映 黑 成 #- 平 面 ,如 图 4.5152) 所 示 的 区 域 ， 
边界 上 的 映照 如 图 4.51(4)7，, (区 所 示 ( 控 示 : 当 ai>3z72 和 as>0 了 时 ， 抒 医 
《5152) 中 的 区 域 看 成 为 如 图 4.51t0) 中 所 示 区 域 的 极限 ， 
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-2- is + 1 (Gtr aa 
(IT + 5) (4-105) 


(2) 让 图 4.51(Q) 中 折线 4&8,¢ 是 一 导体 的 截 口 ， 电 压 保持 为 VW, 伏特 , 令 
直线 c,d 是 另 一 导体 的 截 口 ;电压 积 持 为 0 伏特 ,用 (1) 中 所 得 到 的 结果 ,证 明 ， 若 
1 净 1 和 及 es20， 则 静电 势 是 gs 人 YofzIatrgSs 且 流 请 表 人 (X27 
-《2YaAr)Ioglrzy2l。 摘 给 出 这 些 近 似 的 等 势 线 和 流 线 。 

(3) 征 方 程 (4-105) 证 明 ， 著 信 ez 巡 一 1 和 10SImz 和 1, 则 入 电势 是 2(zy TD 
之 Vy 流 函 数 风 # es 一 TYX 《 提 示 ， 对 [由 [各 1 由 马克 劳 困 (Miaciaaiin) 展 
开 式 ， 我 们 在 


tt 
(二 2571 到 


六 z- 平 面 上 对 可 用 gfx; 和 邓 ( 切 的 近似 公式 的 地 方 ， 搞 绽 流 线 和 等 抗 线 。 
期 这 草图 长 (27 中 所 发 现 的 ， 猜 狂 上 方 导 体 中 在 蕴 还 普 曲 处 的 流 线 和 等 势 线 ) 。 
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跑 4#,52 


5。 四 . . - . 

(1) 求 一 且 照 ， 它 把 上 半 ww- 平 面 映照 成 条 形 区 域 0<Imz<l* 其 边 蛋 工 的 
映 要 如 图 4.52 所 未 (提示 : 把 上 述 水 平 条 形 壮 成 是 图 4.52 中 硫 折线 所 成 三 角形 
的 酸 腿 》。 

2) 要 并 z- 平 面 上 的 直线 =1 是 一 个 导体 的 戴 口 ， 电 压 保持 为 1 供 特 ; 而 
?= 是 另 一 导体 的 载 让，… 电压 保持 为 0 伏特。 人 们 容易 求 出 条 形 区 域 9 宝 ? 拉 1 


2 人 


上 的 复 势 。 利 用 人 由 所 找到 的 变换 ， 求 上 半 如- 平面 上 的 下 ,Cw ， 并 求 出 p(wy 
= Red (Cw). 

(3) 在 直线 9 =0 上 ，gy(8f;4} 满 足 慎 么 边界 条 件 ? 

6 。 . 
(1) 求 一 鼎 照 ， 它 把 上 半 tw- 平 面 陕 照 成 z- 平 面 上 如 图 4.53 所 示 的 区 域 , 边 
界 映 阅 如 图 4.53 所 示 。 求 这 变换 的 道 函数 即 得 如 是 8 的 函数 ， 并 搭 述 所 得 烟 数 . 
的 适当 的 分 支 【《 提 示 。 考 谨 图 4.54, 令 所 标 出 的 角 赵 于 适当 的 极限 值 》 . 

《23 念 甸 4.53 人 65) 由 的 号 = 1 假设 图 4.53(o) 中 的 区 刺 是 导热 体 的 截 口 ,直线 
了 = 人- oo<x<0 表示 边界 ， 其 温度 保持 为 0"O, 而 直线 ?= 士 1, -oo<X<om 均 
是 边界 ， 且 其 温度 均 保 持 汶 103 用 (1) 所 得 到 的 变换 和 习题 502) 的 结果 ， 求 受热 
体 的 复 注 度 。 

(3》 措 给 出 疝 症 线 *=0，0 坟 和 1 和 沿 直 线 y=0,0 所 SS2 随 距 离 变 化 的 实 : 
奈 温 度 CY) 


附录 流 函 数 和 电容 量 


在 这 里 ， 我 们 将 说 明 流 函数 内 2 32 在 吃 窜 中 的 计算 ， 它 在 液体 流 
动 中 也 是 有 用 的 。 记 得 在 第 一 章 的 82.5 中 ,， 穿 过 面积 为 65 的 微分 曲 
面 的 电流 是 
d f=D,dS, (4—106} 
其 中 Du 是 曲面 上 电流 密 产 向 量 呈 揭 法 向 分 量 。 现 在 考虑 长 度 为 dy 和 
dx 的 截 囊 的 曲面 ， 如 图 4.55(2) 所 未 。 假 定 每 一 曲面 在 垂直 于 纸张 的 
方向 上 长 度 为 1 单位 ， 穿 过 午 直 曲 伽 的 流量 是 Dx dy， 而 穿 过 水 平 曲 
面 的 流量 是 D, dx。 

现在 考虑 简单 财力 道 C, 如 图 4.55 人 pb? 所 示 ，C 是 垂直 于 水 平 纸张 
的 单位 长 度 的 回 柱 体 的 截 口 。 我 们 要 找 一 个 计算 从 圆 往 体内 往外 流出 
的 全 部 电流 药 式 子 。 令 dz=dx 十 这? 是 沿 避 的 距 亢 增 量 ， 如 图 4.58 
《b) 记 示 。 越 过 截 口 鸭 4z 的 曲面 的 流量 dj 是 越过 曲 曾 在 * 胃 和 3 名 


流量 =Dydr 


一 一 dy 流 莽 一 Drily 


tu} 


1 dy 上 从 曲面 该 出 的 流星 
wi ,dy 


从 交 面 流出 的 流量 
= 一 ydx 


(4) 
和 4.55 
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上 投影 的 流量 之 和 ， 这 些 投 影 的 面积 分 别 是 4* 和 dy 于 大 
df=D,.d y—Dd x, 
DD 前 出 现 负 号 基因 为 我 们 计算 的 基 往 外 的 流量 ,好 从 圆 福 体内 部 往外 
流出 的 流量 。 沿 截 品 CC 上 联接 g 和 8 的 张 弘 的 烛 面 往 邹 流出 的 流量 是 
f=| Dedy—Dyda, Cd—107» 


其 中 共立 到 有 的 孙 积 方向 关于 圆柱 体 的 内 部 是 正 的 。 
惜 助 于 第 一 全 32.5 中 的 方程 (1-66) 和 万 = ee 也, 我 们 有 


2 
Soy? 
其 中 5 是 周转 介质 的 可 导电 性 ， p(x, 2 是 葬 电 势 ， 方程 (4-107) 可 改 - 

写成 
fo=] 一 上 Boay te Opax, dl108y 


由 于 流 函 数 风 2 9 是 ?x,y) 的 共 声 调和 前 数 ， 因此 ， 撮 柯 西 ~- 繁 曼 方 


程 ， 我 从 有 
oe. .69 dg dp 


一 


器 = 可” WW x° 
于 是 方程 (4-108) 能 改写 成 | 


fm 一 -| 3 和 dy 二 .dx。 


由 于 被 积 画 数 是 全 第 分 6 和 因此 ， 我 们 立刻 有 
fs— ef a6 ach(e) YP) (4-109) 


可 兄 ,e 与 在 a 和 名 点 的 流 函 数 信 之 莽 [y(2) 一 禾 有 )] 的 弱 积 , 就 是 越过 
裁 口 C 上 联接 & 与 上 的 弧 线 之 曲面 的 流量 ,让 我 们 沿 图 4.55 中 的 闭 轩 
道 C 周游 一 周 ， 并 计算 的 改变 量 ( 即 起 始 值 减 最 终 值 )。 由 于 典 
型 地 是 多 值 函 数 的 一 个 分 支 ， 它 是 异 助 分 支 割 线 米 确定 的 ， 所 以 的 
政变 量 好 可 能 是 非 零 的 。 由 些 可知， 

越过 截 口 为 的 闭 上 曲面 的 总 流 其 是 s4y, 根据 高 斯 定律 ， 它 恰 好 
等 于 在 曲面 上 或 环绕 曲面 的 电荷 。 
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当 两 个 导体 保持 不 局 芍 电 位 势 时 , 流 函 数 内 x, 3》) 的 知识 将 给 出 性 
何 一 个 导体 上 的 电荷 ,利用 第 二 节 中 的 方程 (4-49) ,还 能 给 出 系统 的 电 
党 量 ，。 . . . 
- 候 如 我 们 有 一 个 二 维 导 电 系 统 ， 我 们 希望 决定 其 单位 长 度 导 栖 的 
电容 。 设 借助 一 个 共 形 变换 把 -平面 上 这 些 导 体 的 截 口 且 照 到 Ww- 平 
面 内 ， 则 我 们 能 证 明 下 述 事 实 ， 

w- 平 面 上 两 个 映像 导体 问 的 电容 量 等 于 <- 平面 上 原来 两 个 导体 
间 的 电容 量 。 

为 了 证 明 这 个 等 式 ， 考 虑 一 对 导体 及 和 B, 如 图 4.56(o) 所 示 。 它 
们 的 静电 势 分 别 是 V。 和 0。 这些 导 体 在 共 形 映照 下 成 为 Ww- 平 面 上 的 
导体 A 和 B7。 新 导体 41,B' 上 的 电位 势 分 别 被 指定 为 Vo, 0, 在 这 两 个 
平面 上 的 复 执 是 吓人 (2 地 一 中 (537 十 iu 和 者 my U} 一 (HW, 0) 十 


3p, (HW; 1 


¥ fri.r2) 


ta) | - 2 
,56 


现在 参考 图 4.56(o), 考虑 港 导体 入 从 (X11) 到 (Xs,y3) 的 曲线 T。 
在 WW- 平 面 上 TT 的 映像 曲线 是 T', 它 基 沿 导体 A/ 从 (WV) 到 (43, v2》 
的 ( 见 图 4.56(3))。 当 我 们 沿 工 移动 时 ,的 改变 量 是 妆 (%,Y1) 一 
Xs ys) 而 沿 产 的 对 应 的 属 训 量 是 内 (ru 一 功 (CzyVz)。 由 
于 流 函 数 妆 (x,y) 及 其 变 成 竟 轨 (4, 切 在 两 个 平面 的 对 应 点 取 完 全 相同 
的 值 ， 因 此 ， 它 们 是 相等 的 。 双 由 于 (X13 由 和 和 (X33) 是 任意 选 联 的 ， 
因此 ， 绕 4 的 边界 环行 一 周 后 攻 的 改变 量 必 等 于 绕 7 的 边界 环行 一 


PF 


周 后 由 的 改 变量 。 于 是 ， 4 和 生 上 的 电荷 总 量 必定 相 同 。 另 一 方 
面 ， 册 于 导体 在 与 B 间 的 电位 努 之 差 等 于 导 栖 态 与 B' 闻 的 电位 势 
之 差 ， 且 由 于 电容 是 电荷 与 电位 势 之 差 的 比 ， 所 以， 导体 万 和 昌之 
阅 的 电容 量 与 导体 4 和 了 之 间 的 电 和 容量 是 一 样 的 。 


5 史 2 导 


第 五 章 . 整 函数 与 亚 纯 函数 、 


Y1 无益 乘积 及 在 流体 管 路 传输 中 的 应 用 


1.1 无 穷 策 积 
设 有 复数 序列 {a*} 人 aa=1, 2,…)， 考 虚 瑟 积 
P= II ok。 
车 因子 mkna 一 1 2, 7 中 有 某 一 个 为 答 。 则 显然 
lim ;一 0。 
以 下 我 们 假定 0(n 一 1,2,…)。 营 lim Ps 一 p 关 0,， 了 是 有 限 数 ， 则 
称 无 穷 乘 积 
11 Cr 《5 一 |) 


本 


是 收 敏 的， 其 值 为 p， 记 作 了 = I on， 若 当 #->co 时 ，P, 不 趋 于 一 有 


限 极 限 ， 或 者 卫 一 心 ， 则 称 无 穷 素 积 发 散 。 
车 无 窍 乘积 (5-1) 收 敦 ， 册 P。，P,-， 都 趋 了 于 了. 有 HBPD 才 09。 过 广 ， 
PPn-i 一 如 趋 于 1。 可 见 ， 无 穷 乘 各 (5-1) 收 化 的 必要 条 件 是 


lim Cn 一 了 (5—2) 
令 呈 二 1 一 cn，0Cn 产 1， 于 是 元 寄 习 积 {5-1) 便 改写 成 

下 (1 一 oo)。 《5-3) 
因而 ， 无 穷 习 积 (5-3) 收 伍 的 必要 条 件 是 

lim cn 一 0。 (5—4) 


因为 乘积 的 对 数 是 各 项 前 对 数 的 和 ， 这 就 有 可 能 把 讨论 无 穷 乘积 
(51) 的 收 合 性 ， 化 为 讨论 级 数 忆 108 om 的 收 敏 性 ， 这 里 Iog 是 对 数 
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的 主 值 支 。 由 于 当 m->co 时 ，0n->1， 所 以 ,我 们 可 以 假设 对 所 有 的 #、 
有 Re oo>0。 因 此 ， 对 一 切 n，log on 是 有 定义 的 。 
定理 1 设 对 一 切 n 有 Reas>0， 出 当 且 仅 当 级 数 马 [ogon 收敛 
时 ， 无 穷 水 积 II os 收敛 。 
证 明 ” 设 S 一 log oilog o: 十 … 十 logom，Pn 一 al*q…an。 注 意 到 
对 一 切 n 我 们 有 关系 式 
. _ es =P,, (5-5 
车 级 数 瑟 log om 收敛 于 S， 则 Sr 收敛 于 5S。 于是， 由 关系 式 《5-5)， 
Pn 收敛 于 ss 天 0。 故 无穷 乘积 II oo 收 竹 。 反 之 ， 兰 当 m co 时 ，Pu 
收敛 于 P 卫 P 尖 0， 对 关系 式 (5-5) 取 反 西 数 ， 则 我 们 有 
Si LogP,—logP, + i2xrk,., 《号 一 人 
出 于 P=- 了 天 0， 所 以 S, 一 Sn_ /= 二 10g 0 一 0 log Po 一 1DgP 1 一 0。 
因而 ， 当 nn 一 oo0 时, Kr 一 Kn- 一 0。 出 于 答 一 个 i 都 是 整数 ， 因 此 ， 存 ， 
在 一 个 六 及 各 使 得 对 于 m,n 产 N， 有 有 km 一 ,二 六。 因 此 ， 当 # 一 co- 
时 ，So 一 log P 十 i2rk。 这 说 明 级 数 之 10g mr 是 收 全 的 。 定 理 证 毕 。 
定理 2 设 对 一 切 n 有 0% 关 1， 则 级 数 六 1og(1 一 cx) 绝对 收敛 ， 
当 且 仅 当 级 数 于 co 绝对 收敛 。 
证 明 考虑 iogtl 一 2 在 > 一 0 附近 的 兰 级 煞 展 开 式 ， 


一 108g7t1 一 2 一 zt .二 十 om 十 
n 2 n ” 


它 的 收 伍 半径 是 1。 如 果 1z|< 之 1， 虽 
1— 8 |r tt zi lst .) 
1 .lz . 
2 1—|z| ” 
如 果 我 们 进一步 要 求 jz1<172， 划 
| 1 -8(1 2 | < 二 工 
才 2 


由 此 得 到 ， 对 |z| 二 1/2, 有 


s IF 人 


HA (1 一 99|< lzl。 (5-7) 
著 级 数 六 |cx[ 收 俩 , 则 |c[ 一 0, 因此 当 王充 分 大 时 有 lca|<112。 
根据 不 等 式 (5-7)， 守 llog(1 一 co)1 有 一 个 收敛 的 优 级 数 ， 因 此 
它 必 收敛 。 反 之 ， 如 果 习 log(1 一 co)| 收 伍 ， 册 对 充分 大 的 2 有 
liog(1 一 co)1<1/4。 于 是 ， 当 充分 大 时 ， 据 不 等 式 (5-7) 有 |cs1 < 
172， 且 忆 jcn| 有 一 个 收敛 的 优 级 数 ， 因 此 好 len| 收 贫 。 定 理 证 毕 。 
如 果 对 所 有 的 有 Rea>0， 藻 级 教习 1og 0， 是 绝对 收 伍 的 ， 
则 称 光 穷 乘积 II ov 是 绝对 政 爸 的 。 


得 据 定 至 1 及 级 数 的 绝对 收 化 : 生 可 推出 级 数 的 收 争 性 , 我 们 得 
到 ， 策 积 的 绝对 收 化 性 去 推出 业 积 的 收 皱 性。 类似 地 ， 邵 果 一 个 无 穷 
乘积 绝对 收敛 ， 则 由 这 无 穷 滋 积 的 各 项 重新 排列 而 成 的 新 的 无 穷 弱 积 
仍 绝 对 收 合 。 由 定理 1 和 定理 2， 我 们 便 得 到 下 述 关 于 无 穷 汇 积 收 敏 


性 的 基本 判别 法 则 。 
定 惠 3 如 果 Reas>>0， 出 当 且 仅 当 级 数 p> 人 绝对 收 汶 色 ， 


无 穷 乘 积 下 on 绝对 收 伍 。 
我 们 现在 底 用 这 些 结果 于 函数 乘积 的 收敛 性 。 我 们 考虑 无 穷 乘 积 
I G1 一 po(z))， (5-8) 


其 中 ha(?) 是 某 集 KK 上 的 落 数 ， 且 对 一 切 的 xE，h(z) 关 1， 而 且 对 
一 茹 的 xzEEK 和 最 多 除 控 有 限 个 以 外 一 切 欧 nn 有 
|h,(2) | < |en|。 


区 已 |e| 收 伊 ， 册 级 数 局 log(1 一 ha(z)) 在 了 上 一 致 绝对 收 敏 。 因 
此 ， 无 穷 乘积 了 (1 一 徊 (z)) 在 下 上 一 致 地 绝对 收 伍 。 
例 5-1 过 拉 斯 蔓 (Blaschke) 情 积 。 设 {2s} 是 单位 贺 儿 内 的 点 列 ， 
a 2262 


对 一 切 如 俏 6 天 0， 并 且 


时 (1- ia) 509) 
收 伍 。 证 明 无 穷 乘 积 


关于 lz| <r<1 一 致 收 敏 ， 且 在 单位 加 内 定义 了 一 个 解析 函数 ， 该 解 
析 范 数 恰 以 {es} 为 其 所 有 的 零点 。 并 证 明 [Kz)| 反 1。 

证 明 ”在 加 域 1z] sr<1 内 ， 有 

1 lent 一] | (Cent lerlz) (1 oie) | -21— orn)» 

a 1—fe lt) 1—r * 

由 于 癌 (1 一 1as1)<<co， 根 据 定理 3 ， 即 得 无 穷 乘积 (5-10〉 在 每 个 
|z| 志 fr 之 1 内 一 致 收 伍 ， 因 此 ， 帮 2 表示 一 个 在 |z|<1 内 的 解析 瑞 
数 。 此 外 ， 每 个 a 治 是 了 2) 的 零点 ， 否 则 f(z) 友 0， 最 后 ， 由 于 部 分 
乘积 的 模 小 于 1， 显然 ，|fz)| 去 1。 

关于 无 穷 弱 积 的 对 数 导 数 有 下 述 有 用 的 定理 。 

定理 4 设 {j,} 是 开 集 罗 上 的 解析 函数 。 假 定 jz) 在 多 上 一 至 地 
政 合 于 1 设 二 (2 二 1 十 Rn(z)， 并 且 假 定 级 数 

| ja) 

在 馏 上 一 致 地 绝对 收 敏 。 则 在 镶 内 无 穷 节 积 I[ fs(z) 一 致 地 绝对 收获 


于 基 函 数 jz); 并 且 对 多 内 任 一 不 包含 加 (2 的 一 切 零 点 的 紧 子 集 五 ， 


当 2zE€K 时 ， 我们 有 
NANAGHAG (5-11) 


而 且 在 乓 上 收 剑 是 一 致 的 和 绝对 的 。 
证 明 出 于 翌 甸 (2) 在 多 内 一 至 地 绝对 收 贫 ， 根 据 定理 3 无穷 
科 积 I f(z) 在 多 内 一 致 地 绝对 上 收 促 ， 记 其 习 限 区 数 为 fC), 大 


f(2)= 二 f(z) 是 名 内 的 解析 函数 且 f02)#0 除非 2E 争 是 某 一 个 


» 2 。 


(2 的 均 点 。 白 以 对 GE 开 ，Fz) 关 0。 
册 于 六 是 紧 集 ， 根 据 覆 盖 定 理 ， 风 下 被 有 限 多 个 半径 为 充 分 小 


的 回 盘 所 覆盖 。 因 此 ， 我 们 能 候 定 是 一 个 闭 回 。 由 于 也 ha(z) 在 多 
内 一 致 地 歼 对 收 敏 ， 所 以 ,存在 NN, 使 得 当 nm>N 时 习 [mn(21<1。 于 
是 ,车 记 z 
f= I ft2) Hfal2), 《5-12) 

则 级 数 _ 

logfn(z)— 之 10g(T 十 Ra(z) 
在 皇上 一 至 地 绝对 收 伊 于 某 个 还 数 

logG(z)， 其 中 G(2)= 下 加 (2) 关 0。 
把 它 代入 方程 (5-12)， 我 们 有 
1(2) = I fs: G62) 
于 是 ， 我 们 有 
HOD= DAD TO OY), 

当 于 对 log fr(z) 在 K 上 一 至 地 收 化 于 10g G0z), 所 以 ,对 Io8G(z) 
可 进行 逐 项 求 导 ， 丙 此 

G2)/G(2) = Df (2) /fans), 
故 在 K 上 方程 式 (5-11) 是 成 立 的 ， 且 收 俩 是 一 至 的 和 绝对 的 。 定 理 
证 毕 。 

1.2 ” 蔓 尔 斯 特 拉 斯 因子 分 解 定理 


设 jz) 和 Elz) 是 有 相间 零点 的 整 冰 数 。 自 短 个 鹤 点 的 重 数 也 可 

同 。 于 是 , 17(z)/8(z) 是 个 没有 零点 的 整 函 数 ,我 们 首先 分 析 这 种 情况 。 
定理 5 设 j(z) 是 非 零 的 整 函 数 。 则 存在 一 个 整 西数 hz)， 使 得 
12) = (5-13) 
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证 棚 设 C 是 一 闭 力道 ， 由 于 了 (z) 非 零 ， 则 有 


fz) 1 
dc jz) 0 
困 8 此， 对 平面 上 固定 的 一 点 z%。， 王 数 


jz(z) =1ogf (2,) + 了 de 


古 有 定义 的 ， 这 是 因为 积分 与 路 径 无 关 ， 而 且 也 是 解析 的 。 在 任何 一 
点 的 邻 域内 ， 这 函数 是 由 Iog f(z) 确 定 的 。 因 此 


em f(z) 


下 是 我 们 所 要 证 明 的 。 

我 们 看 到 ， 如 果 f(z)，g(2) 是 两 个 有 相同 零点 和 相同 重 数 的 整 函 

煞 ， 则 对 其 个 整 函 数 Rizy， 有 

大 2 =g 2) (5~1:4) 
及 之 ， 若 h(t2?) 是 整 了 是 数 ， 则 g(xz)e* 与 g(x) 有 相间 的 零点 《 按 重 数 
计算 》。 

下 面 ， 我 们 将 对 具有 事先 给 定 的 零点 的 沙 数 给 一 个 标准 的 形式 。 
假定 我 们 规定 这 些 零点 是 按 其 绝对 和 值 增 如 而 排列 的 ， 于 是 设 2 za … 
是 非 零 的 复数 序列 ， 满 足 

fz | 所 |2 | 所 …。 


假定 当 n 一 0 时 ，|2| 一 ce。 划 果 我 们 试图 确定 由 无 穷 乘 各 


(i -三 ) 
扩 确 定 的 沙 数 ， 但 我 们 认识 到 这 乘积 可 能 未 收 合 ， 因 而 ， 我 们 必须 洒 
入 收敛 因子 。 而 且 ， 插 入 的 这 个 因子 不 能 引进 新 零点 ， 为 此， 我 
们 使 它 是 个 指数 函数 。 我 们 要 它 尽 可 能 的 简单 ， 因 此 ， 我们 使 它 是 
项 式 的 指数 ， 它 的 阶 将 依赖 于 和 的 序列 。 于 是 ， 我 们 考虑 下 述 形式 
的 因子 
Erz, A) = (1 7) tt tn 
指数 中 的 多 项 式 确实 是 使 10g 的 级 数 中 取消 前 项， 因此 
logE(?, 1)= log(l—2) 二 十 末 十 生 十 和 
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i 、 C5—15) 


EtE=-s+t kk 
定理 6 若 1jzi<1/2， 则 
. IlogECz, rn) | 2|z2|"+", 
证 明 ”大 jz] 委 172. 由 方 竹 式 (5-15)， 即 得 


|10gE(z,n) | 二 -2 wl 2|z|"+l, 
人 十 1 1 2 


给 定 序列 {z}， 我 们 可 选取 整数 和, 使 得 级 数 
2 R k 
之 ( | Ee | 


对 一 急 正 实数 RR 收 人 证。 当 (zl 时 ， 我 们 能 找到 这 种 KE。 令 


Zr#™ 1 


pCz)—2 十 和 了 十 “十 却 1 {5-16) 
由 m0 -Ee (5-17) 
并 注意 到 . 
六 一 
Pa 祝 = + 人 ) + 1 (zy: 。 
出 我 们 看 下 述 定 理 。 
定理 ?了 乘积 


在 每 个 图 121 志 R 上 一 至 地 绝对 惧 僵 ， 且 定义 了 一 个 整 画 数 ， 它 以 序 
到 {zo} 的 点 为 零点 ， 此 外 没有 共 它 零 忆 。 
证 明 加 定 R， 由 于 [zj ->co， 则 和 存在 入 ， 使 得 
[zw 2 及 一 zl。 


对 ]zj 夺 R 和 >>N， 我 们 有 有 


多 1 
志 | < 去 
因此 ， 撕 定理 6 ， 有 
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em aia ) 人 ) , 


于 是 ， 级 数 


Slog E(x} 
当 |z] 和 所 RR 时 一 致 地 绝对 收 训 ， 从 而 ， 含有 指数 化 素 积 的 -一 致 的 绝对 
收 合 性 。 


显然 ， 极限 函数 有 和 零点 序列 ta] ,其 重 数 等 于 zn 在 序列 中 出 现 欧 
次 数 。 我 们 仍 有 必要 证 明 ， 和 极限 少 数 没有 其 它 询 零 点 。 我 们 固定 某 民 
目 仅 考 谨 1z| 志 RR。 给 是 & 疡 0， 由 存在 NN,， 使 得 当 方 > 时 ， 由 前 
面 所 证 的 log 序列 的 绝对 一 致 收 谨 性 

Iog 下 E.(2) <|B logEn(2}| < - 


可 知 ， 乘 积 
I En(z) 
是 接近 1 的 。 但 是 
9 
上 式 右边 第 一 个 因子 在 圆 |z1 志 R 上 恰 有 替 点 ?34% …*s Zn-1。 在 边 第 
二 个 乘积 的 极限 是 接近 1 的 ， 因 此 没有 零点 。 帮 无穷 乘积 (5-18) 恰 以 
序列 {41} 为 零点 。 定 理 证 毕 。 z 
定理 8 等 式 
~ 8 (2) _ = 忌 扬 


《5-19》 


在 z 关 各 时 成 立 ， 且 在 不 包 会 一 切 2 的 紧 党 上 上 一 玛 刻 立 。 

由 定理 4 的 (5-11) 式 寻 和 捍 我 们 亡 要 求 的 结论 ， 因 为 无 穷 乘 积 
(5-18) 在 每 个 闭 园 jz | 去 民 上 一 致 池 收 合 。 

定理 § 任何 亚 纯 阔 数 可 以 表示 成 两 个 整 是 数 之 比 。 

证 明 事实 上 ， 设 1(7) 是 任 一 亚 纯 丁 数 ， 由 定 蔡 7， 雁 在 整 汪 数 
了 (02)， 它 让 Zz) 的 极点 为 它 的 零 感 。 令 
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f.(2) = 2) ft2), 
只 要 规定 在 天?) 的 极点 8 让 f(a) =lim fC(2)， 则 (2) 就 是 一 个 整 注 


煞 。 所 以 ft2) 二 (2) /ff.(2)。 
定理 10( 魏 尔 斯 特 拉 斯 因子 分 解 定理 ) 者 函数 1(?) 是 整 西数 ， 
零点 基 
一 了 个 一 
0, 人 0 站 Zs Zep ry Tny "+r 
o<lal<lal<"<ll<, liml|=+%, 


刚 了 (Zz) 可 表示 成 
fa 一 zrexo HI (1 二 es 二 (20 


其 中 站 ( 亿 是 一 整 范 数 。 
证 明 由 定理 7 ， 存 在 一 整 函数 8《z)， 它 恰 以 {zs} (n 一 1,2,…) 
为 其 零点 。 设 


Tt2) 
Ht 2) z 
因 力 802) 和 fz》 有 相间 前 零点 ， 生 同 级 ， 记 以 z6 是 磋 (z》 的 可 去 奇 
点 。 又 因为 H(z) 是 一 个 整 函 数 ， 且 没有 零点 ， 则 气 定 理 5，H(?) 一 
e*' 中 这 里 有 (2) 是 整 函 数 ， 因 此 得 到 
f (7) 一 ZmeKM208E(Z) 


= 4MTEMLZ) HT 1 -元 


上 mw 


三 + 下 ?+ 2 (C2) 一 


wT 一 本 
例 5-2 证 时， 
Sinrzy 一 Ti a {5-21» 
COSAZ 2 1 oy | 
neign2 = nnz 一 到 十 人 二 二 2 


证 明 ”我 们 令 za=mz 这 里 4 为 非 零 的 整数 〈 可 能 是 负 的 ) 。 令 
Kn = 2, 则 ks—1=1, 级 。 


"234* 


。 RAD . 
对 一 娘 尺 收 敏 。 因 此 ， 据 定理 7 ， 函 数 


f(x) 一 zz I (1 _ )er" \ 


是 个 整 函 数 ， 在 整数 处 有 一 阶 零点 ， 我 们 断 肖 它 等 于 sin xz。 和 由 于 魏 
尔 斯 特 拉 斯 因子 分 解 定 理 有 如 定理 4 中 所 述 的 性 质 ， 因 此 ， 取 对 数 导 
- 数 和 逐 项 求 导 ， 即 得 


一 工 1 十 工 _ 
ff) = 二 巴 (; 二 + 去 ) (5-23) 


在 每 个 不 包含 整数 的 紧 集 上 收 化 是 一致 的 。 通 数 5(z) 一 jz]7 扰 22 
在 每 个 整数 处 有 一 阶 极点 。 我 们 断言 5&C2z)? 征 周期 函数 ， 旦 周期 为 1。- 
考虑 函数 

及 [ 工 十 工 )》 一 号 KZ) 
并 取 其 导数 。 其 导数 是 0， 因 为 g(2 十 1) 和 g(?) 的 导数 均 为 


Com 


的 1 
ne . 
招 此 ，g(z+1) 一 g(x)〉 是 常数 。 但 是 ， 在 上 面 的 差 式 中 ， 项 1/z 已 经 
消去 了 ， 并 且 g(z+1) 一 gtz) 在 点 0 是 有 定义 的 ， 其 值 为 6。 因 此 ， 
这 常数 是 0， 故 g(2) 是 周期 的 ， 如 所 断 膏 的 。 

由 于 1z) 和 sinrz 确 有 相同 的 零点 ， 则 存在 函数 (2), 刁 得 


不 本 一 Sin (5-21) 
两 边 取 对 数 导 数 ， 产 生 
f(a) (2) + nctgnz, (5_22) 
其 中 ] : 
Ctgna CT -ie 一 十 6 
Simir In ira 


我 们 要 证 明 ，ctgxz 在 复数 ?二 XxX 十 iy 的 条 形 0 志 XxX 起 1， 一 0 之 》 之 
+ 吕 由 当 y 王 00 时 是 一 致 有 界 的 。 事 实 上 ， 在 下 述 区 域 
{iy| < 0<x<1 MN\{ Iz ee} U{lz2—1|l<e} 
内 ，ctgxz 是 有 界 的 。 在 上 述 条 形 的 其 余地 方 ， 注 意 到 
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加 ire i eirnery B= -合十 
letgnel = [Gre ter | < Ie 


Y¥ 


车 >»>1， 则 


~ le ,1+e 
letgnzl < Te 7 < 3 
十 ez .1+e™’ 


etenzl < 了 61 一 0 


故 ctgzz 在 除去 jz] <e 和 jz-11<e 的 阳 条 挫 上 《图 5 .1) 是 一 下 有 
界 的 。 由 于 ctg zz 是 周期 为 1 的 周期 天数 , 记 以 ，ctg xz 在 除去 并 集 


J {lz 一 n1<e} 的 复 平 面 上 是 一 致 有 办 的 。 同样 的 结果 对 17(z) /f(z) 
来 涪 也 是 对 的 事实 上 ， 由 了 
7 S 1 
| DP SI zf + 1z— i + ) (5—24) 


将 第 一 个 级 数 分 裂 成 

Le 1 1 

之 | 六 十 次 一 下 | + 名， |x+iy—nl? ” 
我 们 首先 取 下 足够 大 ， 使 得 第 二 个 和 式 是 小 的 ， 然 后 ， 取 y 足够 大 ， 
使 得 第 一 个 各 式 是 小 的 。 因 此 ，(5-24) 式 有 边 的 第 一 个 级 数 当 yy 一 co 
时 是 一 致 育 界 的 。 司 理 ，(5-24) 式 右边 的 第 二 个 级 数 了 岂 具 有 同样 的 性 
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质 。 因 而 
ry) ~ retenr mp (zy 


是 一 个 亚 纯 函 数 ， 它 是 周期 的 。 由 于 1(z)/fCz) 与 rctgrz 在 原点 部 
相同 的 主要 部 分 二 ， 记 以 ，j(z)/1(z) 一 x ct xz 在 原点 是 解析 的 。 


又 因为 它 是 周期 为 1 的 周期 前 数 ， 因 此 ， 它 在 所有 的 z~=n 处 都 基 解 
析 前 。 于 是 ，9“(z) 是 个 整 函数 ， 而 且 根据 所 证 ， 它 是 个 有 界 的 整 栈 : 
数 。 粮 据 柱 微 尔 定理 ，p'(z) 必 定 是 常数 。 令 z=0, 容易 检验 (0) 一 
0。 因 此 ，p(2) 是 常数 。 这 样 ， 我 们 得 到 

1 (2)}—=Csinme, (5—23/) 
其 中 CC 是 某 个 常数 。 我 们 将 上 式 两 边 除 以 77 并 令 z 一 0, 即 得 CC 二 
1, 这 正 古 我 们 所 要 求 的 。 把 它 代 入 (5-23) 式 ， 革 得 (5-21) 式 。 


1.3 ”阿达 开 定 型 
当 魏 尔 斯 特 拉 斯 因子 分 解 定理 中 的 一 切 整数 取 成 相等 时 ， 找 一 公 
简单 的 判 据 是 有 用 的 。 令 P 是 个 正 实 数 。 若 驹 给 宇 前 se>0， 存 在 常数 
C ( 桶 赖 于 se)， 使 得 对 一 切 充分 大 的 妨 ， 有 : 
i | (5-25》 
或 等 价 于 对 站 一 co， 有 
loglf le 人 <R°+*, (5-26> 
其 中 fs 二 max |f(z)|，“141<<B” 表 示 存 在 常数 对 充分 大 的 民 : 
有 14| 志 CB， 即 14| 的 大 小 当 卫 充分 大 时 与 B 同 阶 。 则 我 们 称 整 函 数 
1(z) 的 阶 志 p。 著 对 一 切 充 分 大 的 R， 有 
fee", Lp 
则 称 jz) 的 严格 阶 委 p。 若 p 是 使 不等式 (5-27) 成 立 的 那些 正 数 的 最 : 
大 下 界 ， 类 似 于 精确 的 严格 价 的 定义 ， 则 称 函 数 (2) 是 ? 阶 的 。 . 
例如 。 项 数 e* 有 严格 阶 为 1 ， 因 为 |ez| 一 上 <elzl。 
定理 11 设 1() 是 严格 阶 志 p 的 整 函数 。 设 YCR) 是 1) 在 半生 
为 及 的 图 内 零点 的 个 数 ， 则 
+ AF 


VR)ER', (5—28) 

证 明 我 们 不 兴 一 艇 性 地 能 假设 ，f(z) 在 原点 不 为 零 ， 人 否则 ， 必 

杯 前 话 。 陈 雇 x"，m 是 某 正 整 数 。 由 春 坐 不等式 ( 见 第 二 - 窜 姑 的 光 
题 23)， 我 们 获得 


[网 V(x) re axis Wh e108f(0) Br. (5-29) 


但 是 ， 在 区 间 [R, 2R3 上 ， 我 们 有 Yi(X) 之 v:(R)， 因 此 
(5-29) 式 的 左边 >V(R)| 二 dx 一 viCR)Iog2， 
这 就 证 明了 定理 。 


定理 12” 设 jz) 有 严格 阶 < 二 p, 又 设 {z} 是 KKz) 的 非 零 的 从 点 序 
列 ， 按 重 数 计算 ， 生 按 绝对 值 的 增加 性 排列 ， 则 对 每 个 0>0, 级 数 


Deir | (5-30) 
收 仇 。 
证 明 我 们 到 部 分 和 和 z 
人 十 1) 一 wa 
全， [2 [7 < 之 ret 


c+ > i 十 常数 ， 


每 个 商 v(r)jr* 关 有 界 的 ， 因 而 第 一 项 是 有 界 的 ， 而 且 和 式 是 有 前 
的 ， 其 界 为 C 避 1/r1**， 这 级 数 是 收 化 的 。 定 理 证 毕 。 

令 p 汪 0， 投 kK’ 是 大 于 Pp 的 最 小 整数 ， 叉 设 k= 凡 一 1。 设 12w} 是 
复数 序列 ，zs 和 0， 它 们 是 按 忽 对 值 的 增加 而 排列 的 ， 并 且 使 得 对 每 
个 s>0， 级 数 

1 - 
之 元 和 rr (5 31) 
收 诅 。 令 
PI (2)— P(r) =2 + + 十 和 (5-32> 
我 们 称 
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ti) 一 -一 之 下 (zy 一 2 一 
Ei(z, 2n) = E(z) {i 三 ;= IT 五 二 (5-33) 


而 mi 业 


为 外 序列 {za 和 数 p 所 沁 定 的 典型 柜 积 ， 或 简称 为 生 型 每 积 。3 2 中航 
估计 证 明 ， 它 定义 了 一 个 整 男 数 。 
定理 13 ”上述 典型 匀 积 (5-33) 是 价 委 0 的 整 函数 。 
证 明 设 p<sx<g+1， 存 在 常数 C， 人 使 得 
|ECz, k) | eC, {5-34» 
由 定理 6， 若 1] 所 1/2， 这 是 正确 的 ， 对 |z| 关 1 和 1/2 志 |?| 专 1, 感 
然 ， 不 等 式 (5-34) 也 是 正确 的 。 对 于 小 的 2， 我 们 取 %*=p 二 e， 则 
[ECz)| TO Clzl 41423121 
于 是 证 明了 定理 。- 
定理 14 ( 量 小 模 定 理 ) 设 fz) 是 阶 所 Pp 的 整 沙 数 。 设 zz zz … ， 
是 了 的 零点 序列 、。 并 按 它们 的 量 数 计算 。 又 设 sS>p。 对 [和 | >1， 令 
B={zE 各 ，|z7 一 2 1 ， 珊 存在 rofe, 门 , 持 得 对 2EC，|z| 一 
rrote, 1), 我 们 有 | i : 
Fr) 1!" "+ Blog)f(2))> rt" (5-35} 


证 角 “首先 对 监 型 蒋 积 BE(z) 证 明 最 小 覃 定理 。 设 1z| =7， 我 们 让 
2 了 CIzrg 2 
Ez) TT, (1 过 ,了 ee (让 
于 是 - 
log | E(z) >| 全， tog|1- 写 | 一 ,家 P 2) 
下 
-有 R18 | (全 ,可 |。 (5-36》 


由 于 存在 常数 C 使 得 |E(Cz,K) ;万 CIA"*"， 所 以 ， 由 定理 12， 有 
| z 
一 ios | 二， e)| 
只 十 量 1 _ 站 志和 _ 
>—r (Da osc> Cir°*', : {5-37» 
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| 本 让 一 上 
bei z ) < 这 | (I i es | ) 
zr! 2 KE TEIlz! 2 
Ch 2[* : 
x jz fe 2 和 人 C5—387 


后 为 jz zj<2， 其 中 C 和 C 是 常数 。 另 外 ， 我 们 有 


下 m+) vm) - 


Eis FL 


Er [+ pa 了 9 十 常数 | 


4 


jls 


i mr"+1 


之 r?+* 《根据 定理 11)， 《5-39) 
在 (5-36) 的 第 一 个 和 式 中 ， 我 们 有 - 


| 一 了 | 一 攻 - 芭 > 1 > 1 
| 2 {zn [s+1 人 3 


要 此 ， 由 定理 11， 第 一 个 和 式 满 足下 界 
‘R13 |1 -#1logar) 


Cr + elog(2r), (5-40) 
把 (5-37) 一 (5-40) 式 代入 t5-36) 式 ， 即 能 证 得 不 等 式 (5-35) 式 。 
定理 证 明 的 其 余部 分 ， 将 在 阿达 玛 定 理 之 后 再 证 明 。 
定理 15 《阿达 玛 (Hadamard) 定理 ) 设 1z) 是 Pp 阶 整 函数 。 设 
{zn] 是 其 非 零 之 零点 的 序列 ， 令 +1 是 大 于 p 的 最 小 整数 ， 并 设 
P=P, 网 


1(2) 一 entoznTI(1 一 之 )er ree, (5-41) 


其 中 以 是 了 (2) 在 原点 的 稚 点 的 阶 ，h(2) 挟 次 数 志 p 的 多 项 式 。 
造 明 ”对 5>p， 据 定理 12， 级 数 1/ |z,1 政 伍 。 因 此 、 对 每 个 
充分 大 的 r， 存 在 民 ，r 志 <2r， 使 得 对 一 煞 #， 半 径 为 尺 的 圆周 不 
与 中 心 在 各、 半径 为 17|zj 的 图 相交 。 由 于 
loglf/z"ECz) le<<loglf la + logll/Eln+mlogR, 
报 据 对 上 典型 乘积 的 最 小 寞 定理 ， 则 g(x) =1tz)/2"E{z) 是 整 函 数 ， 且 
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其 阶 所 2p。 又 由 于 82 是 不 等 于 符 的 整 国 数 ， 报 据 定 理 5， 则 人 存在 获 
吓 数 htz》 合 得 8g(7) 二 e* 下面 我 们 证 明 ，RLtx) 是 次 数 和 过 户 的 多 医 : 
式 。 

由 于 引 2) 的 阶 寺 Pp， 所 以 ， 存 在 常数 屏 关 1， 使 得 对 一 切 充 分 大 的 : 
民 ， 我 们 有 

pon) CR Gy 

在 鲍 雷 尔 - 卡 拉 太 尾 独 利 定 理 中 ， 详 玉 一 2 困 ， 则 | 和 reCr 一 ce)。 令 - 
和 2 一 人 Gazr， 由 柯 西 公式 ， 对 一 切 尺 ,我 们 有 |as| 志 有 鼎 a/R"。 于 是 ， 
若 R>p， 册 有 一 0。 故 lz) 是 次 数 不 超 过 的 儿 项 式 。 定 理 证 毕 。 

现在 ,我们 再 来 证 明 一 般 情况 下 芍 最 小 模 定理 。 这 是 显然 的 ， 因 ， 
为 指数 项 0 有 明显 地 满足 所 要 求 的 下 界 。 

下 面 两 个 定理 是 阿达 玛 定理 的 应 用 。 第 一 个 是 警 嘎 {Picard) 定理 
的 一 个 特殊 情形 。 

定理 16 若 国 数 放 32) 是 有 了 腿 阶 整 函 数 ， 则 f(z) 取 到 每 一 个 有 限 
复数 ， 至 多 可 能 除 一 个 例外 值 。 

证 明 用 反 证 法 。 假 设 有 商 个 不 同 的 复数 a,B8， 对 一 切 有 根 复数 
2z， 了 (2) 壮 Q， 了 Cz} 半 BB， 则 f(z) 一 & 也 是 有 限 阶 整 冰 数 , 且 7(2) 一 4 关 0。 
因此 ，j(z) 一 0=e*8)，h(z) 是 整 函 数 。 由 亲 达 玛 定 理 ，h(z) 是 一 个 多 
项 式 ， 其 次 数 不 超 坟 1(2) 的 级 。 但 是 ，e* 吕 不 取 有 B 一 8&8， 邢 及 Cz) 不 肥 - 
log(B 一 az)， 这 与 代数 基本 定理 相 矛 导 ， 因 为 党 项 式 取 到 每 一 个 有 限 
情 。 定 理 证 绕 。 

定理 17 非 整 数 级 的 有 限 阶 整 西 数 必 有 无 穷 多 个 零点 。 

证 明 ”车 不 然 ， 则 整 函 数 的 零点 只 有 有 限 多 个 ,比如 为 21, ?2 pr 
zxr。 由 阿达 天 定 理 ， 帮 2 一 部 (人 Z 一 2 人 一 Zn) 有 (x) 是 一 个 老 项 
式 ， 它 的 次 数 赤 不 超过 了 iz) 的 阶 p， 加 所 p，e* 人 33 的 阶 是 《见习 题 
5)。 但 是 ，f(z) 与 全 2 应 有 相同 的 阶 , 所 以 垩 一 P。 而 2 又 是 非 整数 
这 就 有 了 涵 慎 。 故 定理 的 鱼 论 是 正确 和 的。 定理 证 毕 。 


1.4 无穷 好 积 在 流体 管 路 传输 中 的 应 用 
在 研究 流体 线路 中 的 传输 特性 时 ， 需 要 讨论 传递 务 教 ， 耐 这 种 做 
a 241 a 


寻 函 数 的 分 子 和 耸 母 中 仅 包 含 
F(z)}=chz+B(z)*shz (5-43) 
这 种 类 型 的 函数 ，zx 二 有 ，B 是 常数 。 在 流体 线路 中 ，F(z) 这 种 函数 是 
很 典型 的 ， 只 不 过 中 可 能 是 z 的 函数 。 
为 了 将 工程 问题 简化 到 容易 处 理 的 地 步 ， 通 常 拒 函数 展开 成 宅 级 
数 ， 并 保留 其 低 阶 项 。 但 是 ， 这 种 方法 对 我 们 处 理 流体 管 路 舍 输 问题 
来 说 寺 将 是 矢 败 的 。 


将 F(2) 展 开 成 宕 级 数 ， 由 = 也 下 


ni 
1 _ 
h = 地 加 ZE 
chz (es 1 - pa 
疙 2 站 一 1 


1 全 = 
Shz ye e 1) 总 TiTT 


于 是 ， 当 BB 是 常数 时 ， 我 们 有 


F(z) =1+ Br Bs 
21 31 


我 们 取 其 前 7 六 作为 并 亲近 式 ， 市 


27 一 Bz 十 -一 2 一 
Pe(z) 一 1+ 2 zs 十 二 和 二 证 总 


我 们 知道 (和 参看 第 三 章 83 中 的 例 3-14)，Fs(z) 在 右 半 平面 Rez> 
四 .上 至 少 有 一 个 零点 ， 而 且 ， 即 使 保留 更 多 的 项 ，F,(z) (n>5) 也 至 
在 实际 上 ， 这 个 系统 是 稳定 的 ， 这 说 明和 考级 数 方 法 是 灾 效 的 。 为 什么 
会 产生 这 种 现象 电 ? 这 是 因为 虽然 F(z) 在 复 平面 上 内 闭 地 收 伊 于 
F(z)， 甚 至 如 第 三 章 $1 中 定理 7 的 推论 1 所 说 ， 车 极限 函数 F(z) 不 
恒 等 于 堆 , 则 F(z2) 的 每 个 零点 是 泛 数 F(z2) 的 零点 的 极限 。 所 以 ,一般 
来 说 ，F,(z) 的 零点 不 是 F(z) 的 霍 点 。 因 此 ， 即 使 F(z) 的 零点 全 位 于 
左 半 平面 ， 系 统 是 稳定 的 ， 但 是 ,Fu(z 的 有 的 零点 完全 有 可 能 位 于 右 
半 平 面 内 ， 系 统 是 不 稳定 的 ， 故 不 能 用 了 rz) 作 为 BR(z) 的 近似 。 若 以 
和 (2 或 Fi(z) 作 为 渐 近 式 ， 虽 然 不 会 产生 不 稳定 性 ， 但 这 样 的 渐 近 式 
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2 二 全 十 zt (5-44) 


对 通常 的 工程 项 上 来 说 是 太 粗 煤 了 。 所 以 解决 间 题 的 英 键 在 于 将 ECz》 
展开 成 无 穷 杰 各。 
我 们 将 F(z) =chz 十 Bshz 展开 成 无 穷 乘 积 。 


由 于 chz 一 访 (e+e™*), shz ~ (67—6-7), 则 


F(z) =F[e te "+B(e—e-*)]—0, (5-45》 
它 等 价 于 
etl+B)—e (B11)=D0, 
或 者 
2z Bo—1i1 | 
”TH+t1" 
于 是 ， F(x}=0 的 解 沪 
-1 Bo—1 
?= 18 B41 
B—1 
=1|108 | 3= Bi L | +iare( BI )]. {5—468 


全 2 一 % 十 iy， 上 有 和 入 等 把 为 


~ 号 一 于 _ 
了 一 > 1 | <0， 和 。 《5 一 47》 


i 
一 一 1og 
2s ~ Bi 


HB 1 (2= 
起 (B= = 一 上 上 
8B\ Fi/ 3S\ B41 


本 ) + 2kn (k=0, +1, +2,-.), 
若 8>1， 出 arg( 5- 一 0， 于 是 


= Arg( BE 上 ) 一 土 2nr/2 一 士 nm， 


即 Y= 二 HT (ni 二， 1,2,.")o 


1- Bl] Le 
半 Y 自 扫 - 二 这 本 尖 本 一 于 -二 
车 和 < 委 吾 二， 风 zs( Bi ) TT， 于 起 


本 
to 
Fe 
[本 

时 


y= 六 (x+2nr) 一 士 去 (2n 十 1 和 (R=0, 1, 2) 


_1 B—1 . 本 
z 一 宛 los] BE | Ein (=0,1,2,..) 全 人 > 
B— 
z 一 记 108| 33 ta (ne0, 2) (0<B<1)。 
(5-48) 
疡 们 都 位 于 左 半 复 平面 Rez<<0 上， 因 和 
1 1102| 号 一 
Xp= 3 log 再 HT 
注意 到 
.F(z) = 也 [CB+ 1)e*— (B—1)e-?*], 
-对 任何 jz = 二 RR， 显 然 有 
HF laren, 
-本 网 ，F(z) 是 1 阶 整 孙 数 ， 因 此， 挫 阿 过 玛 定 理 ， 我 们 有 
zy 站 Be 一 
F(z) =e™ "H(i ) ， CH—49) 


-其 中 (2) 的 阶 夺 1， 所 以 ,h(2)=abz。 症 (5-49) 式 中 令 z=0， 则 得 
‘0)==1。 于 是 ， 我 们 有 有 CO) 二 0， 即 a 一 0。 为 了 确定 b= 
0)， 对 《5-49) 式 南边 取 外 娄 导 数 ， 据 定理 4 中 的 方程 (5-11), 我们 
-有 有 Jrz3 一 by z 


0 
tn 


Fixzy 
于 是 ， 我 们 有 0 =—lim Fi(z) /POY), 


但 是 
Eisy ,Shz+ Bechz 


下 一 是 F(x) a chz — Bshzs a 


其 而 ，b 一 (0)= 二 B， 因 此 ，h(z) 二 Bz。 于 是， 我 们 有 
大 了 >1， 则 


和 4， 


F(Z) 一 az (1 一 症 5 I 1 -Zi 2) 


~(1- 充 ) 玉 (1- Kr ) exp ， :让 


1 2X 
+ 地 二 启 - XE FN | | | (5—50) 


车 0 专 8<1， 则 


F(z) =enz TT ry 
n= 2 二 1 : 
Xat (Sl)r 
_ 2 
Xa (i ; 
了 四 > _ 1 
= 1 -2X2 rt rr 几 
+ 好 上 (天 二， 
(5-51) 
但 是 ， 实 际 上 x . 
a — 一 
BT 元 十 习 -元 全 2 一 《B>1), (5-52) 
B+ 0 (OB<I), (5-53) 
人 ni | 
事实 上 , 由 (5-21) ,我 们 知道 
sinz =z 站 1 一 二 (5-54) 
=ml 
而 shz 一 一 isiniz 因此 ， 我 们 有 
Shr=z I 1+ 这)。 《5-55) 


由 于 ，cosz 一 sin2y/2sinz， 于 以 


422 
cos ze = 人 


2z II 


"245， 


EE 


2 Ll ~ (2m) nm me )H (1- {2m 1) 


a Fd 
LL @ 2) 


= 正人 一生 1)? 7) 
而 chz=cosiz， 于 是 ， 我 们 有 
_ 加 
chz 一 H(t Sa). 


《2 
对 方程 (5-55) 的 两 边 求 对 数 导 数 ， 由 方程 (5-11)， 
chz _1 27 
shz zz rlnin T° 
1 B—1 
在 上 述 方程 式 中 ， 令 z 一 Xp，Xs 一 志 108(- 定 二 于 )， 
1+ ChXs _ eTatl 
Kn 归于 X83 + sh ee—l1 
B 一 1 
Bi1 +1 
-一 一 一 卫 。 
B—1 1 
B+1 


这 说 明 方 程 65-52) 是 成 立 的 。 
类 似 地 ， 对 方程 


“| 


网 两 边 取 对 数 导 数 ， 由 定理 4 的 方程 (5-11)， 有 


令 2==Xs，Xg 一 子 108- 了 证， 我 们 有 


理 . 耻 业 让 二 


J) 


网 得 


我 们 得 到 


《5 一 5 人 


(5—57) 


2 shxs _e*TsC—1 一 一 DB 
站 


于 王 各 Xi+( (1) x 本 Cn 人 eip 二 1 


束 方 程 (5-53) 是 成 立 的 。 


于 是 ， 我 们 获得 
F(z) 一 闻 2 有- 部 3 


1 (0B<1), 
EE 2 下 十 ] 

由- | 
现在 ， 我 们 用 无 穷 乘 积 来 研究 传递 西数 。 
若 了 = KeZo>I， 则 去 = 了 <1。 于 是 ， 传 递 函数 


G(s)= tht Bshz chz -上 Bshz (z=hs), 


a hz B'shx 


狠 汉 ， 利 用 (5-587? 式 和 (5-59) 式 ， 我 们 有 


(~ 襄 ) 立 | -区 9] 


.2 
喜人 - Hi 


Ey [ul 
GF) +2 /ots /ot;) 
+2 $/02r +3 /oin) 
-其 中 ®, = — Xp/p, 


-_2 A 
Cm Rr VOT DE, 


6&31 一 -Xs /Vt (Hl) » 


{5-58) 


(5-59) 


‘5-060) 


(5-61) 


(5-62) 


"2d7 * 


om Vrst CF) #8. 
了 到 Gs) 作为 Cs) 的 近似 式 ， 这 里 


1 十 5/ 办 _ 
Gs) — 
os) 1 + oe SA Ts/ mI, (37-63) 


它 对 许多 工程 来 说 ,已 产生 充分 的 精确 性 。 若 用 G3) 近 似 G(s)， 这 
时 (+ 六 i (1 42E ms /0 ste /oin) 


C 一 -一 一 ， (5—64} 


H (1 十 2E2s /Osn + /D2 


则 其 精确 性 更 高 ， 疙 有 更 简单 的 展开 式 具 训 这 样 的 交 多 作 。 
下 面 用 一 些 具 体 芍 数字 来 进行 验证 。 
车 取 B 一 KZ 二 1.55， 则 Xp 二 一 0.763，B 二 09.0176， 这 时 
0 一,4/ 移 ， | 
in B60 .ALCO 7063) (nr) 


Ire 
,一 56。 a [0. 7633: 十 tI) :| 


Cn=0.7E3/ TCC.763) :+n ni?, 
:ff2 十 1 1 
Co 一 0.763 / {0.763): + (1) w) ， 
Gs) =—— (5-65) 
i110, 874(3 3)+ (gs ;) 
全 5 二 j， 由 图 5.2 所 示 ， 在 频率 为 0 到 15 赫 兹 的 疮 围 内 ， 


G(jo) 与 G(ja) 很 好 地 符合 。 工 程 上 ，j= /一 
若 取 G(s) 作 为 GCs} 的 近似 江 ， 这 里 


oo (+ 去 CD i 
(1+22- 2 st 3 )(1t2 2 st 二 -) 


如 图 5.3 所 示 ， 在 频率 为 0 到 25 区 冰 的 光 轩 内， ,tj) 写 Gtj@) 很 
a 


《5-66 ) 


好 地 符合 。 
若 取 Gels) 作 为 G(s) 的 近似 式 ， 如 图 5 所 示 ， 在 频率 为 0 到 
300 忒 兹 的 范围 内 ，Gue( 知 ) 与 G(in) 非 常 符合 。 


5 7 0 15 20 384 


Goljw] 概 频 梯 注 周 : 


dB 


A 


ed 
3 5 10 2 dE DD 


| 
em rem et 


O31je 各 由 拥 注 攻 沿 


图 5.3 


Gi 的 四 类 特 性 国 ”Gstjw} 的 相 驹 特性 图 
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本 是 


1。 设 {fan} 是 复数 序列 ，0 工 dal<is 车 加 志和 由 Gm 于 Gn。 人 次 车 
Elerly<+o, 证 明 。 乘 和 


在 区 12 二 1 内 是 收 剖 、 解 析 的 ， 世 以 {Gn 为 每 点 ， 匡 1812)| 专 1。 


2. 证 最 当 izl<1 时 ， Tt 2 ) = 


3。 证 明 ; 
Sin(12) 
es 一 并 
其 中 天 (3 是 整 男 数 ， 问 下 (2 =? 
4 车 户 453。，Fxzy 是 有 限 阶 整 吕 类 ， 其 阶 分 出 鸭 而 ，pa 则 所 ( 人 2 (2 
与 站 (2) 1(2) 的 阶 寺 max(91702)。 避 车 Pp 天 Pa 由 2 二 2) 的 附 癌 = 
TD DPIy ay 
5。 求 下 列 整 函数 的 济 : 
(1 e9tn， 多 (2) 蚌 多 项 式 (2) cosw xz; (3) er'。 
6。 将 下 列 函 数 展开 成 无 穷 汞 各: 
(1) err — ts {2} chs -Cosz, 
7 证明， Sinnz Ed 了 一 了 
-人 + 2 


= eM), 


$2 嗓 现 函数 


2.1 了 琐 数 的 定义 和 基本 性 抽 


F(Tamma) 函数 是 经 典 分 析 中 最 重要 的 函数 。 这 函数 可 用 多 种 方 
法 引 过 ， 每 种 都 有 其 自己 的 便利 。 我 们 将 用 无 穷 乘 积 的 方法 引进 这 种 
通 数 。 
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在 负 整 数 处 有 鹤 点 的 最 简单 的 函数 是 网 型 乘积 
g(z) = II Le 《5-67) 
曼 然 g( 一 2) 在 正 整 数 有 有 零点， 注意 到 sinxz 的 无 穷 季 积 的 表示 式 ， 我 
们 有 


_ 2 sinzz a 
sDe(-z) 一 于 (1 一 徊 ) 一 叶 于 。 (5-68) 


TL 

函数 8(z 一 1) 与 g(z) 有 相间 的 零点 ， 此 外 ，2 一 0 是 g(z 一 1) 的 零点 。 

于 定 gx 一 1) /zg(z) 是 一 非 零 的 整 函 数 。 据 上 节 中 的 定理 5， 我 们 有 
g(tz2—1)=ze pg(z), {9-09) 

其 中 nCz) 是 一 整 函数 。 为 了 决定 hz), 我 们 下 对 数 导数 。 由 上 节 中 

的 定 下 4， 我 们 得 凤 


P| PE 二 (2+ (si 


5 一 nj" 


直下 且 1 人 多 网 得 
< 1 AN hr 1 
训 ( -= 二 FR) + 名 (Gz 一 放 ) 
于 是 ， 我 们 有 
ur 一 袜 (二 一 寺 -) 一 1 一 0。 


由 此 即 得 h(z) 是 常数 ， 记 为 Y。 于 是 ， 方 程 (5-69) 成 为 “ 


ptz—1)=2erg(2), . 《5-70》 
为 了 决定 7 我 们 令 2==1， 则 得 


1 一 EC0) 一 275(1723 7 
erg(1) 一 下 人 二 去 )e an。 


将 上 式 两 涩 取 对 数 ， 则 产生 
Y= 避 [ 忆 os (1 让 


或 者 ， 因 Iog(1+ 1 )=1og(n+1) —10gn, 上 式 为 
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7= lim (1 二 于 十 … + 十 一 logm)。 (0572) 
实数 7 被 称 为 欧 拉 常数 。 由 数值 计算 得 到 Y 一 0.5772156649…。 
仿照 戏 尔 斯 特 拉 斯 因子 分 解 定 理 ， 我 们 现在 定义 为 


1 : . 
Tir 了 一 Zerzglr), 和 {973 


这 就 是 说 
Fs 一 上 
er 《5-74) 


引进 因子 e*" 的 理由 是 为 了 简单 起 抑 。 由 方程 65-70)， 我 们 有 
1 


a 1 i 
T+ = (zt lereriigetzt1) erzetz) 
于 是 卫 满 许 王 述 基本 递 推 关 系 ， 
了 (Z 十 二 一 2T《Z7。 (5-75) 
重复 应 用 这 个 关系 式 ， 对 nn 一 0,1,2,…， 我 们 得 到 
王八 过 十 下) C=C) tz), 《5 一 7 他》 
或 者 
_T(ztn) | _ 
长 也 Fy ? (95-77) 
其 中 zr 二 20x 十 1)(2 十 RR 一 1)。 令 2 二 1， 注 意 到 (1)==1， 即 得 
Trt 1) = (5—78} 


这 就 是 说 ,TT 函数 在 右 半 平 面 内 是 解析 的 ， 明 当 z 是 整数 时 与 阶 弱 耳 
数 一 致 。 因 而 我 们 可 以 把 卫 函 数 看 作 是 阶乘 画 数 在 复 平面 上 的 开拓 ， 
换 句 话说 。 嫂 时 2z 关 一 1 一 2 0， 则 2= 六 1 是 3 的 一 个 合理 的 
定义 。 

将 (65-68) 式 用 工 来 表示 ， 亚 我 们 有 


了 (人 2 一 


。 《5 一 79) 
置 z 一 总 ， 负担 


。252 。 


/1 2 
r(3) = 
请 的 怀 积 表示 式 说 明 ， 当 ?>0 时 ,T(z)>>0， 押 此 产生 另 一 个 重要 的 
常数 ， | 
rT(3)— VE =1,7724538509.…, 《5-80》 


由 (3-?6) 式 ， 即 得 四 
Fr n 二 六) 一 元 (二 ) ， 二 人 1， 2 《5 一 817 


z 一 一 2 的 贸 数 。 据 倘 数 的 计算 公式 ， 有 
Res(T, —n) = lim (z+n)T(2), 


但 是 由 方程 (5~76)， 有 有 


tnt+1- 
(Hm TD ry 


困 冀 ， 令 z 赵 于 一 nh 便 得 到 


Res(T, 一 站 一 (一 1)nA(nl)， 0 (5-82? 
对 方程 (5-75) 取 对 数 导数 ， 我 们 有 
Tz) 1 rl_1 1 a 
Fz) 2 ?填写 全 za (5-83) 
洲 令 z 一 1， 邵 得 
rT"(1)=—y, 


此 寻 册 方程 (5-77) 或 直接 由 {5-83) 式 ， 妓 得 
rin+i+1) =n1(1 + 去 十 9 + 二 一 站， 
其 中 了 =1,2,…。 对 方程 (5-83) 再 求 一 次 导数 ， 我 们 得 到 


-T(z) ” 加 1 
re | = Sy (5-84) 


我 们 断定 ， 对 实数 2,?z 关 一 1, 一 2,…, IY(X) 总 是 与 工 有 相同 将 符 
号 。 对 实数 x,，T(x) 的 描述 性 图 像 如 图 5.5 所 示 。 由 极 值 性 质 ， 当 
"2053 + 


x 一 5 时 ，T(X) 增 长 得 非常 快 ， 比 e* 的 增长 还 迅速 。 


2.2 高 斯 公式 和 欧 拉 积分 公式 | 
我 们 现在 将 导出 T 函数 的 另外 商 利 表示 式 。 从 无 穷 乘积 的 定义 ， 
兵 得 .RZ7 是 下 列 郴 数 当 mo 时 间 极 限 : 


上 式 恒 等 于 


ni 


exp[ (1+ 汪 下 +i?) rn er 


由 方程 (5-72)， 指 数 因子 能 代替 以 


人 TD 一 用 


Tx 


a 954% 


而 不 改变 其 极限 。 因此 ， 对 z 关 0, 一 1, 一 “请 我 们 在 


r en _ 
(2) 一 Mozy 6-85 


这 公 堪 是 高 斯 研究 了 御 数 的 出 发 点 ， 称 汐 高 斯 公式 。 这 公式 非 若 量 
要 ， 由 它 能 非常 容易 地 娃 出 TT 菠 数 的 重要 人 性质。 
我 们 用 (5-835) 式 来 证 明 所 谓 勤 襄 特 (Legendre) 的 加 售 公 式 ; 
Tzyt{z+t 2 ) 
Te2z) 
设 f(z) =T(2)T(2 + 二 


= 9122 /A (5-86) 


显然 ，z 一 0， 一 亡 , 一 1 一 也 ,… 是 f(z) 的 简单 极点 。 逊 数 T(2z) 恰 以 


这 些 点 为 其 简单 极点 ， 因 此 
rez)T z 十 去 ) 


B27) TD2) 
是 一 整 函数 。 为 了 得 到 一 易于 处 理 的 表示 式 ， 注 意 到 
【2H728AK 2N) 


Tl(22}=1im 


于 是 ， 由 公式 (5-35)， 得 


《全 zy srt 1 


1 《2z) 0m Cn) ， 
| 可 0 mi CD 


利用 殿 等 式 
(zstilz 十 二 — 27 77) nt2s 
(C21) 1! = 2 (3) .mt, 
《5-87) 式 的 右边 可 简化 成 


1im 了 1 1 , 1 ,RR 
bi 27+2nt1 全 ) DL 
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lim] 2-ze。 2 ,man 
圭一 上 ] 1 

| 《和 加 +: 

这 里 ， 第 一 个 因子 与 站 无 关 ， 第 二 个 因子 趋 于 1. 根据 公式 (5~85), 钊 


三 个 因子 趋 于 T( 圭 )= vv 却 。 因 孙 ， 册 方程 (5-87)， 即 得 我 们 所 要 证 
2 


明 的 勤 究 特 加 倍 公 式 55-86)。 
FF(2) 的 第 三 个 玫 示 式 是 欧 拉 积分 公式 ， 它 也 是 同等 重要 的 ， 我 仍 
能 从 公式 (5-85) 导 出 这 一 表示 式 。 首 先 可 得 到 表示 式 


一 nn n1 辣 
了 CEI (5-88) 


的 积分 表示 ， 当 nn 一 co 时， 其 极限 襄 是 我 们 所 要求 的 愉 示 示 式 。 假 请 
| 


tm : x-1 时 加 中 
可 -J | “J drdT ds 


根据 已 知 的 一 个 微 积分 公式 ， 遂 数 1(7) 的 (# 十 1)》 重 积分 能 天 示 成 单 Z 
重 积分 
ff farernear, = 站] Enar 


人 证 是 关于 的 入 分 或 者 和 从 二 筑 》。 于 是， 我 人 有 
-| (1— TT* ~ 1dr, 


Ee 
令 t=, 我 们 发 现 


Te 一 让 于 [ye (5-89) 


我 们 回忆 起 一 个 已 姑 的 极限 ， 于 一 切实 数 或 复数 ss， 有 . 
lim(1—£) = 
加 果 对 积分 号 下 到 极限 和 对 积分 号 的 上 限 取 级 当 同时 是 可 能 的 ， 则 出 
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于 rs->r,， 我 们 便 得 到 P(x) 的 欧 拉 积分 公式 ， 
roo= | -tt id 《5 一 9 人 0 小 
这 结果 是 正确 的 ， 但 是 二 重 极 限 能 同时 取 进 兴 是 需要 证 明 的 。 我 们 的 
目的 是 要 证 明 ， 对 一 切 复 数 z， 有 
ro =| -ttr-1dt, (5-91) 
这 就 是 所谓 的 Cz) 的 欧 拉 积 分 公式 。 
下 面 我 们 来 证 明 公式 (5-91)。 设 f(t,2) 是 一 个 二 元 函数 ， 其 中 


位 于 复 仓 而 上 的 某 区 域名。 若 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 常数 乌 ， 使 
得 对 Bu<B,<Bs 及 一 切 zE 名 ， 成 立 着 


as - Fr 
i f(t,?)dt | <2 或 者 | I1Ct, 2) 1dt<s, 


周 称 积分 
Tr fit, sydr 
对 zE 妇 是 一 数 收 伊 的 ， 或 者 是 一 致 钨 对 收 策 的 。 


引 理 1 设 [ 是 一 个 实数 区 问 。 可 能 是 无 限 药 ， 设 所 是 复 平面 上 
的 一 开 集 。 又 设 1 二 f(t, 5) 是 TIX 留 上 的 连续 函数 。 假 定 : 


(1) 对 每 个 紧 集 51 多 ,积分 | 了 2 年 对 zE 玫 是 一 致 收 优 的 ? 
(2》 对 每 个 妇 郴 数 zf 的 z 是 解析 的 。 设 
Fz) —| Fe z)db (5-92) 
则 F(z) 在 人 要 上 是 解析 的 ， 并 且 
F(z) = I z)dt, 《5-93》 


此 外 ，3Cr 满足 如 f(z) 一 样 的 条 件 。 


证 明 设 {} 是 一 有 限 闭 区 间 的 序列 ， 且 单调 增加 于 工 。 设 鹤 是 
z 平 面 上 的 一 个 回 ， 其 财 包 安 位 于 多 内 。 信 ?是 多 的 边界 图 周 ， 则 
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机 每 个 zE 宅 ， 我 付 有 有 
于 是 
FO ~ sl) | 和 2atat 


车 ?的 灶 径 是 展 ， 中 心 是 2， 对 一 切 2 [一 加 | 安居 72， 则 


| >2/R, 


于 每 个 n， 我 们 定义 
P= ,eds, 
出 于 1 一 如 | 安 R/2， 我 们 能 交换 积分 次 序 ， 得 到 
Pal) =| 1 [f fr, #0t ja。 


?i 一 之 
由 于 | 1(+,5)at 是 @5 上 的 ， 因 而 是 酌 上 的 连续 函数 。 根 据 柯 西 型 积分 


的 性 质 ， 风 Futz) 在 ?的 余 集 上 是 解析 的 。 由 机 设 可 知 ， 了 上 的 积分 
一 致 地 收 伍 于 了 工 上 的 积分 。F(z) 作 为 Fu(Z 对 z(jz 一 2]<R/2) 一 致 收 
侣 的 极限 是 鲜 析 前 。 另 一 方面 ,Fufz)7 是 按 通常 的 方法 在 积分 号 下 到 导 
数 得 到 移 ， 是 一 致 地 收 钱 于 F(z)， 人 但是， 对 1 一 区 | 径 民 2， 由 于 


F。 (= pe 


3 元 1 r 占 一 冯 i 这 


0 
= 本 zdt, 


天 此， 对 jz 一 加 | 去 Rj2， 我 们 有 
F(z)= | fdt, 
由 于 贺 代 (多 ) 的 任意 性 ， 故 定理 的 结论 在 孵 上 是 成 立 的 。 引 理 证 


毕 。 
引 理 2 设 .一 {12:8<RezsA)， 其 中 :0<ae< Ac<eo。 
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《1) 对 于 任何 e>0， 存 在 一 个 6>0， 佑 得 当 0<e<8<6 时 ， 对 
.中 所 有 的 x*。 总 有 
|{ etter-aat Ex (5—94) 
《2) 对 于 任何 >0， 存 在 一 个 常数 #， 信 得当 Be 时， 对 ,多 
中 所 有 的 z?， 总 有 
| |<e。 (5-95) 
证 明 为 了 证 时 (1)， 扰 注意 到 ， 和 如果 0<t<1 且 ?在 8 中 ， 则 
(Rez 一 1)10st 过 (4a 一 1)logt; 由 于 6- 入 1， 昼 及 


[ett 1| Et 2 Txta- 1 
因此 ， 如 果 0<&<8 生 1， 则 站 于 .和 和 廊 有 的 加 成 立 
8 
eiteidt <| ta-idi 一 工 (Ba 一 g2)。 
站 应 


如 果 给 定 e>0， 册 我们 可 选取 30<d<1， 合 得 对 于 ] 8 一 8 一 8， 有 
wei(8 一 xz2)<e。 这 茧 证 明了 (1)。 
为 了 证 明 (2), 用 注意 到 ， 对 于 .2 中 的 z 及 tt 宇 1，17 1! 所 


由 于 44-1exp (一 增 !) 在 [1, co) 上 连续 ， 卓 当 1->oo 时 政 伊 于 零 ， 记 


以 存在 一 个 常数 <， 使 得 对 于 记 有 的 tl， 部 有 th-texp( —27)<0, 
这 就 得 到 ， 对 于 ,多 中 所 有 的 tl1， El . 
[人 3 
若 有 请 >e>1， 则 
下 | | et dt=2o (ot mo-1), 
页 此 ， 对 于 任 每 8 之 6， 此 他 在 一 个 常数 x>1， 使 得 当 2,8>>x 时、 
总 有 |2c te- 一 e~#)|<e。 这 识 证 明了 (2)。 
这 一 引 理 航 辣 论 正好 是 积分 . 
| = 
对 EF 二 {2:0 和 Re?r 和 及) 是 一 铬 收 襄 的 。 
s 209 = 


引 理 3 设 宅 一 他 :Rez 一 0 ， 旦 可 于 msT 及 饮 内 前 3z， 念 
fn) = | .era /5-96) 
抽 每 个 为 (2 在 处 内 是 解析 的 ， 且 4s,()} 在 留 上 上 内河 均 义 收 敦 于 解 
析 函 数 
1(2)= | edt， Rez > 0, (p47) 
证 明 把 轧 (2) 看 作 是 (ft,z) 一 ez71 沿 直路 自 [ 汪 ,| 的 积分 ， 
则 思 (2 在 窗 内 是 解析 的 。 车 琉 是 匀 内 的 任 - 一 紧 子 集 ， 则 存在 正 实 
袁 6 和 A， 人 司 得 2 一 {z:5 近 Rezs4)。 由 于 对 于 六 >m， 那么 
加 (人 一 记念 一 | ee 二 ea 


由 引 理 2， 对 任意 给 定 的 2>>0， 存 在 自然 数 N， 使 得 当 m 沁 n>N 时 ， 
对 统 中 所 有 的 2， 总 有 

|fm(2) —f (72) <e。 
这 说 明 序 列 { 玉 } 在 紧 子 集 久 上 是 一 致 收 伍 的 。 由 于 5 六 是 多 内 的 任 一 
紧 子 集 ， 故 { 加 (3)} 在 有 上 内 闭 一 致 收 伍 于 某 一 个 解析 通 数 


fz = | sa。 
引 理 4 (1) {(1+ 之 ox 在 ={z:Rez>0) 上 内 闭 均匀 收 化 于 
7 ， 
(2) 如 果 t>0, 区 对 于 所 有 的 mr>b (1 二 ) <e-。 


证 明 (1》 设 统 为 平面 的 紧 子 集 ， 则 对 于 统 中 所 有 的 *?， 当 刀 充 
分 天 时 ， 有 1z[<n。 普 先 ， 我 们 和 证明， 对 统 中 的 z 一 致 地 有 


, 2 _ 
lim nlog(1+ 2 )=2, (5-98) 
我 们 记得 ， 芍 茸 jw 三 1， 育 
log(1+Ww) 一 总 (De! 


.DD 


设 对 于 琉 中 所 有 的 2 1>1z|， 著 zE2， 则 
nlog(1 + 于 )=z 一 -二 气 于 二 全 一 ee 
mog(1+ 达 ) 一 zz 一 写生 )+ 二 (二 ) 一 小 (5=99) 
将 上 式 扳 绝对 值 ， 得 到 
los(1+ 坪 ) 一 z|<1z! 怠 二 | | 


因此 


中 | 这 -I (zl? 1 
< 一 = 一 
<|z| 马 | 三 nn 至 
一 |- 一 
Fi 
R: 
“nhn—R’ 


其 中 对 对 统 中 所 有 的 z* 有 [| 起 R。 邻 n 一 2%， 则 这 个 差 对 统 中 所 有 
的 2 一 致 地 收 倒 于 零 。 故 方程 (5-98) 在 统 上 一 致 地 成 立 。 


邻 gsl2)=Klog(1+ 三 )。 对 任 给 的 0>0， 则 存在 自然 数 N，N 


届 与 56 有关， 使 得 当 n>N 时 ， 对 统 中 一 雪 z2， 有 |gn(2) 一 Zz] < 之 0。 由 
于 PB D1 | eer 
XD 


< 这 站 lw()-z < 加 十 六 


| 一 了 
愉 及 对 任意 给 定 的 正 数 和 有 R， 存 在 6>0， 使 得 e 一 L<ee 2 所 以 ， 
对 H 上 的 一 切 ? 及 n>N，,， 有 
lexp gn(2) —expz| <ee Flexp |<e, 
其 中 R 的 选取 满足 对 久 中 一 切 * 有 Rez 志 RR。 故 (1) 前 结论 是 真实 的 。 
《2》 现 在 设 1>0， 且 在 (5-99) 中 用 一 t+ 代 圭 x， 其 中 n>t, 便 有 


nlog (1 一 二 ) 二 一 > 二 (二 “po, 
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所 以 
nlog(1—E)<—t 
因 交 exp 是 单调 函数 ， 所 以 ，(2) 浊 成 立 的 。 
.定理 1 如 果 Rez>0， 则 
F(z) 一 | etretdt, (5-100) 
证 明 ， 设 
fz) =| srdt， 
引 理 2， 积分 | otiat 在 S 一 {2:0<a 志 Rez 才 A 之 co} 上 是 一 玛 收 


敏 揭 。 于 是 ， 几 引 理 1， 画 数 (2) 在 .sz 上 是 解析 的 。 因 毕 ， 为 了 证 明 
在 及 ez>0 内 T(2) = 二 f(x)， 我 们 只 需 证 瑚 ， 对 于 x 之 1 有 T(xX) 一 f(xX)。 
由 于 了 (2) 和 T(z) 在 右 半 平面 内 都 是 解析 的 ， 所 以 ， 据 解析 范 数 的 唯 
一 几 定 理 ， 在 有 ez2>0 内 ， 我 们 有 (2) = 了 (2)。 
叉 出 公式 (5-89) 并 根据 高 斯 公式 (5-85)， 我 们 有 
lim T,X) = T(x), 


如 时 对 子 x 基 1 我 们 能 证 明 ， 方 程 65-89) 右 边 的 积分 当 4-eo 时 收 伊 
于 | eitr-tat 一 f(x)， 则 定理 5 便 得 到 证 明 。 

由 引 理 3， 函 数列 所 (x) 一 | eft*-1dt 在 右 半 平面 内 内 闭 一 致 
地 收 俩 于 xz)。 因 此 ， 我 们 只 估 要 证 明 


lim [f(xX)— F(X)I—=O, 站 1 
事实 上 ， 
下 ft 
fulx) —Tnlx) -一 | (5) x1df 


[ee 
对 任意 给 定 藤 2 汪 0， 和 祖 据 引 理 2 中 的 人 2)， 存 在 获 E>0， 使 得 当 "全 
KK 时 。 对 一 荆 x>>0， 有 
* 全 2 


| , et dt |<e/4, 《5-101》 
根据 引 理 4 的 (2) 和 和 强 理 2 的 (1)， 对 于 充分 大 的 n,， 有 


| (EY) ere ort<s, (5-102) 
胃 关 ， 如 果 充分 大， 则 根据 引 理 4 的 (1)， 对 于 [0,xJ 中 移 t:， 有 
Qa) | < (5-103) 


其 中 M1!dt。 王 是 
je 一 (二 J dt |<“。 (5-104) 
应 用 引 理 4 的 (2) 及 (5-101) 式 ， 对 于 n>>x， 成 立 


Fe 


联合 这 不 等 式 与 (5-103) 式 利 (5-104) 式 ， 对 充分 大 的 加 便 可 得 到 
[fa -| —£) ral<e, 


即 
0 = }im Cf tx) — TC] 二 f(x*) —Ttx), 
这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 。 


另外 ， 由 引 理 5 和 了 ( 放 ) 一 VT， 我 们 有 
/元 一 | ea 
作 变 数 亚 换 上 一 凡 ， 得 到 
V7 {ews (2 =2| eds 


名 fe Vz ， 《5-105) 
这 个 积分 通 肖 应 用 于 概率 论 中 。 
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”2.8 斯 斗 森 公 式 

前 面 我 们 讨论 了 了 函数 的 基本 定理 ， 现 在 我 们 来 讨论 P 函数 的 
另 一 重要 而 更 技巧 性 的 结果 ， 屠 所 渭 斯 寺 林 (Stirling) 公式 ， 它 描述 . 
了 TT 削 数 当 1121 一 ce 时 的 渐 近 性 质 。 斯 污 林 公式 (5-106》 的 优 后 是 
在 于 它 给 出 了 精确 的 误差 项 ， 
TogP zy (< 一季) logz 一 名 十 -二 1 3 10g(27)— 人 到 0. dt, 

(5-106» 

其 中 P(t) =t~[ 幻 一 吉 是 锯齿 阴 数 ，[4] 表示 不 超过 + 的 最 大 整数 ， 
log 是 取 主 值 ， 即 在 复数 平面 上 除去 负 实 轴 。 这 是 因为 工 函 数 的 所 有 
极点 位 于 其 上 上。 含有 Pitt) 的 积分 之 误差 项 的 用 处 是 ， 在 基数 


z 一 fei? 平面 的 每 个 悦 形 
XOSOEr ,0d 


内 ， 它 一 臻 地 趋 于 零 。 


BB 
当 z 二 n 是 个 正 整数 时 ， 用 暴 斗 林 公 式 能 证 明 
hl =—n"e "V2 etn, 《5-107》 
其 中 必 | <1。 天 于 一 六 寺 1)， 人 们 淖 到 ， 渐 和 近 基 系 ， 


了 | ~ne-" 2, {5-108) 
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是 下 述 关 系 的 特殊 情形 . 0. 
T(z) ~ 2 28 ?2/27, .109) 
当 1 中 一 co 时 ， 它 在 前 述 的 每 个 山形 内 荐 一 到 有 效 和 的。 符 导 “~” 下 
示 ， 当 |21->co 时 ， 左 边 项 除 以 有 有 边 项 之 商 趋 于 1。 

现在 来 证 明 斯 斗 林 公式 。 

欧 拉 求 和 公式 ” 设 f(z) 是 任 一 单 实 变数 的 局! 画 数 ， 即 7(z 是 连 
续 的 ， 划 


Si tari Fm 400) + | PD Fat 
: (5-110) 


证 明 ”锯齿 函数 独 上 去 像 一 根 饮 条 。 注 意 
. P(t)=1 
对 不 是 整数 的 + 成立 ， 见 图 5.7。 


图 5.7 


令 W=P,(t)，dv 一 /tydt， 实 行 剖 委 积分 ， 便 有 有 
| ,Pit)f tde—P DADE {fe 


= Lp) FOE -| f(t)dt, 
2 i 


料 上 式 从 天 =1 到 二 求 和 和， 再 加 上 积分 
fica 和 Locn) +100)), 
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使 得 到 方程 (5-110)。 
我们 现在 把 公式 (5-110}) 应 用 于 函 妆 
f(t)=l0og(zt) 和 ft) =logtl +t), 


并 县 直到 进一步 通知 之 前 ， 假 定 z 是 正 实 数 ， 则 讨论 log 及 其 性 质 就 - 


设 有 困难 卫 。 将 这 两 个 函数 的 欧 拉 公 式 相 碱 ， 并 回忆 赵 
| logxdx = XlogXx —X, 


我 们 得 到 
Lo A 全 人 n) —2lor(tz nn) nlog(ts ~—n) —2zlogz 
(z+n)+z+ 3 (los(s+n) tliogz) 
{n+r1l)logtnt1)+ (n+ 1i) 
一 1 十 二 log(n 十 1) | 
十 包含 P1(t) 的 积分 的 项 ， (5-111) 
上 式 中 


+*loe(z -ny =zlogn(I 十 工 ) 二 ZlOgR 十 Xloa 1 十 三 ). 


项 zlogn 正好 是 logn*:， 并 且 把 它 移 到 (5-111) 的 左边 。 

另 一 方面 ， 我 们 注意 到 ，8 十 1 出 现在 (5~111) 式 左边 的 分 母 中 ， 
把 一 1og(p 十 1) 从 左边 移 到 右边 去 ， 并 且 长 变 符号 。 在 (5-111) 式 的 不 
端 ， 我 们 尽 可 能 地 消去 一 些 项 ， 直 到 其 它 项 中 威 为 


{n+ jlog Gri)+(n+ 去)los (+ 三 ) 
而 告终 。 iy WO 《各 固定 的 ?) ,我 们 有 
log(1 十 工 ) 一 过 寺 +O{ 瑟 让， log(1 二 乞 ) 一 二 十 of 二 ) 
于 是 ， 当 1->00 时 ， 宏 易 取 极 了 ， 概 据 公式 《5-85)， 我 们 私 现 


loaT tz} =(z 去 ) Lorz z+ 1+ | Ti 上 十 
C5-112) 
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对 一 切 正 实数 的 z 是 有 效 的 。 下 湘 我 们 将 证 朋 ， 有 问 揭 积分 关于 宇 在 
除去 人 负 实 轴 的 开 集 上 十 解析 的 。 册 二 

IorT(z}, zlegz, lcgz, 2 
在 这 个 开 集 上 是 解 入 的 ， 邑 得 公 式 《5- 112) 在 这 个 开 集 中 有 的 一 名所 是 
战 立 欧 。 
在 讨论 吉 端 积分 的 解 折 性 之 前 ， 我 们 米 计算 常数 


Pty AED a 
1 


下 面 我 们 将 证 明 ， 对 纯 虚 数 的 2，7z 二 yy， 我们 有 
lim| Fi P A di 一 0。 5119) 
| 
rT- 2) = 和 Tl~2)= 27-2), 
我 们 得 到 


TT(-2) = 


于 是 


. 2 
TOY 1 一 yee em. 
太 (5-112) 式 ， 我 们 得 到 


1(1) 
1+| at 


— Re {108T(i1y) ~ -(i»— 1)ioscin t+ | Td 


=jimllogirGiy) 十 二 1o8? 二 >} 


lim 3T 
EY eg 一 


=—>1og27。 {5—114} 


因此 ， 除 了 仍 必 有 撕 证 明 前 面 所 述 积 分 的 解 六 性 和 (5-113) 式 之 外 ， 斯 
" 2B7 * 


斗 林 公式 (5-106) 便 得 到 了 证 明 。 我 们 把 它们 作为 引 理 。 
仿 


上 2 一 到 (名 一 旬 ， 0 二 <]， 


把 P:(60 周 期 地 《周期 为 1》 扩充 到 整个 实数 轴 土 ， 则 Pr 一 0 对 一 
切 整 数 n 成立 ， 并 且 P(t) 是 有 界 的。 紫外，P; C1) =P,(t)。 
引 理 § 对 不 是 位 于 负 实 轴 . 寺 玖 +， 我们 有 | 
了 Et Pir)y | 
o ZF := 24) ‘57115? 
积分 在 复 平面 上 除去 偶 实 轴 所 得 的 开 集 上 是 解析 的 ， 并 且 在 石 学 平面 
上 按 通 常 的 方法 在 积分 号 下 能 进行 微分 。 
证 琢 ”我 们 写 
z -名 | 


在 每 个 区 闻 [n,n 十 11 上 的 部 分 积分 给 晶 了 引 理 的 馆 等 式 。 包 售 P(t) 
的 积分 显然 是 绝对 收敛 的 ， 并 且 引 理工 是 适用 的 。 

注意 和 到， 在 积分 导 下 进行 微分 ， 对 天 (zz) 能 产生 好 的 误差 
项 ， 即 


P(t) dt 


(zi) 于 (5-116» 


_1 
Tz) TC) logx Ey 十 路 


引 表 了 


im| Pt) df 一 站 。 
Hr iy +1 


证 明 ”由 引 理 6 ， 这 极限 是 明显 的 。 


习 是 


1。 用 高 斯 公式 (5-857 推 导 卫 (z)? 的 基本 性 质 。 
2。 惜 助 公式 (5-7 和 建立 前 事 特 加 信 公 式 。 
号 。 证 明 ， 对 实 的 了 有 


Taw bey | r (2 riy) | -ay 


* 了 全 六 


4。 有 利用 乘 改 表 示 式 ， 证 明 : 对 实 的 过 和 了 >0，Jf0， 成 记 


T(r+iy) 
Fe) <1。 


5$。 证 明 (5-86) 式 的 下 列 拓 广 : 对 区 =1, 2 ， 成 立 着 
"a 是 三 如 下 中 才 。 
全 (z + 二 )- 人 C270) Eaptrs 于 和 了 


了 。 证 明 ; 对 =253,:…y 成 下 
3 2 i 
(1- (2)) = -em), 
8。 证明 ; 下 列 蒜 积 条 件 收 全 
: 2 之 全 
Ga(1+3) 人 -全 人 1+ 二 ) 
时 ， 失 公式 司 -91}? 推 导 
| roge “de = Fe+D， Xi 
10， 成 公式 (5-85} 导 出 
logT'(z +1)}= lim | gl1og -有 log(1 十 z) | 
惜 助 将 log 展开 成 z 的 赫 级 歼 ， 证明， 对 13j<I， 成 立 


Log (z+ 1}= —7#+ 3 {《 一 1 Egon, 


其 中 


i1。 证明; 对 Rezzz0， 有 


Tea 2) = | | e -| 


( 提示 ; 用 Li(z + #》 二 | ee df ) 。 
12。 若 4 和 是 任意 两 个 复数 ， 证 明 ， 


-em 


5-117» 


ES 3280 时 


当 = 在 每 个 扇形 .Se (8<z) 内 趋 于 oo 时 是 一 让 的 。 
13。 证 昭 ， 敌人 不 是 整数 ， 束 洲 Rez 二 1， 则 


| 
> Droarm ?ee 


$ 3” 亚 纯 通 数 晨 开 为 部 分 分 式 


3.1 米 打 格 -来 夫 来 尔 定理 
贸 定 函数 了 (2) 在 z。 有 极点 ， 其 在 z= 如 的 纹 朗 展开 式 为 


12) = + to tar— 38》 十 …， 
我 们 称 
0-_， 1 
CE 3 于 (Zz—20) = ( 二 一 2 ) (5-118) 
为 1?) 在 2 处 的 主要 部 分 。 
类 似 于 前 一 节 ， 我 们 将 考虑 构造 一 个 亚 纯 函 数 ， 它 在 离散 点 序列 
{zs} 具 有 给 定 的 主要 部 分 。 


定理 1〈 米 打 格 -来 兴 来 尔 (Mittag-Letfler) 定 理 ) 设 {zo} 是 不 
同 的 复数 序列 ， 且 |za[ 一 ce。 设 {Ps(2)} .是 没有 常数 项 的 多 项 式 序 
列 。 风 存在 一 个 亚 纯 函数 jz?， 它 从 以 {2aj 和 {Pn(1/tz 一 zs) 半 为 
其 极点 及 相 诬 的 主要 部 分 。 最 一 般 的 这 种 函数 能 写成 下 述 形式 ， 

ja)= 并 [Ps 一 )- (5-119) 

其 中 (2) 是 某 个 多 项 式 ， 而 hh(2) 是 整 画 数 。 在 不 包含 极点 的 任何 紧 
集 上 ，(5-119) 式 中 的 级 数 是 绝对 、 一 致 收 化 的 。 

和 证明 ”出 于 在 原点 的 主要 部 分 总 能 加 到 级 数 的 许 部 上 上去， 因此 我 
位 不 芒 很 定 ， 对 一 十 i, Zn 戒 们 在 原点 把 

性 2 一 2 

加 和 开 成 车 级 数 。 令 人 ak) 是 上 述 这 级 数 中 其 次 小 起， 一 工 的 部 分 和 ， i : 
将 适当 地 选取 。 刚 Qa(z) 是 次 数 为 册 一 1 的 多 项 式 。 对 Ix! 志 |z1/2， 
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我 们 有 


|e, (二 二) 一 .ao| <a| 守 | ， 


其 中 Bs 是 某 一 固定 和 的 数 ， 它 依 束 于 Pal1/(2 一 zw))。 我 们 选取 让 充 
分 大 ， 使 得 当 ro0 时 ， 存 

Bi 四 

[z| 


而 且 使 得 { 纹 } 构 成 增加 序列 ， dd 则 组 数 
Z|e.(s4—)-0.(7)| (5-120) 


在 不 包含 {zw} 的 紧 集 上 绝对 一 致 收敛 ,事实 上 ， 答 定 兴 径 民 ， 令 民 志 
[zw|， 且 把 级 数 (5-120) 分 列 成 


> |e)-—0"0|+ [es( si) -0 | 5-121) 


此 一 十 


可 见 ， 第 一 部 分 是 有 限 和 。 著 [zj 生 R/2， 则 第 二 个 和 式 被 级 数 
DB | zn | zo 

所 控制 ， 它 的 收 化 半径 等 于 吕 。 所 以 ， 级 数 (5-121) 在 [z| 志 Rf2 内 不 
包含 极点 的 任何 紧 集 上 是 绝对 并 一 致 收 敏 的 。 此 外 , (5-121) 式 右边 的 
第 一 个 和 式 具 有 所 希望 前 极点 ， 而 第 二 个 和 式 在 [z| 执 RA2 内 没 有 极 
点 。 由 于 这 对 任何 只 是 成 立 的 ， 故 思 (5-120) 式 所 确定 的 亚 纯 函数 具 
有 定理 中 所 要 求 的 性 质 。 因 此 ， 方 程 (5-119) 所 给 定 的 函数 是 最 一 般 
的 这 种 亚 纯 画 数 。 定 理 证 毕 。 

定理 2《〈 米 打 格 -来 夫 来 尔 定 一 ) 若 函 数 九 z) 是 一 个 亚 纯 孙 数 ， 
{za tn 二 ],2,…) 是 fz) 的 互相 判别 的 极点 ， 且 


FE lim lzn| = 十 co， 
时 吓 - 


一 


生 


Z 一 2 


] ncz), (5-122) 


由 re- 名 


其 中 PC17Cz 一 加)) 蚌 12 在 级 点 zir 的 主要 部 分 ，@u(z) 是 多 项 式 ， 
#(z) 是 蓝本 煞 。 
证 明 根据 定理 1 ， 存 在 一 个 亚 纯 函数 8t*)， 使 得 


* 271* 


CD) 一 忆 |P( 二 ) 一 oo] 

恰 以 入 为 极点 ， 且 在 点 加 的 主要 部 分 就 .是 jz) 在 za 的 主要 部 分 
Pa(17(z 一 各))， 并 且 它 在 不 包含 f(z) 的 极点 的 任何 紧 集 上 绝对 地 、 
一 致 地 收 伍 。 

现在 考虑 函数 | 
性 h(iz) ft2) — gg(2), 
酒 汶 B{z2) 与 s(t2) 有 相间 的 极点 {zs} tn 一 1， 2 上 二 在 2 有 相同 的 主 
要 部 分 Pa1/(z 一 zw))， 因 此 ， 若 定义 有 zs) 二 "lim {f(z) 一 gz)}， 则 


zs 是 jz 的 可 去 奇 点 ， 于 是 ， htz) 是 一 驳 本 数 ， 即 
f(z) = tal "(= 


定理 证 毕 。 


3.2 柯 西 方法 


根据 定理 2， 亚 纯 画 数 可 以 展 成 部 分 分 式 ， 但 对 于 其 中 的 Rez), 
我 们 具 知 道 它 是 一 整 函 数 ， 且 对 每 个 1， 我 们 上 只 知道 多项式 Qn(?) 是 
PT/ (2— 2)) 在 原 点 的 窒 级 数 展开 式 的 某 部 分 和 ， 其 次 数 一 般 是 随 
丰 蛮 化 的 。 下 述 柯 西方 法 是 户 必 曾 娄 定理 ， 在 对 f(z) 的 补充 假定 下 ， 
证 明 hz) 是 一 密 项 式 ， 且 CeCzGr 一 1 2,…) 都 是 次 数 相同 的 儿 项 
式 。 
定理 3 设 f( 习 是 一 亚 纯 函 数 ， {zon 二 1;2,.…) 是 了 (z) 的 互相 
不 同 的 极点 ， 且 1zo| 所 [zn+s|，lim |zs| 二 十 co。 设 存在 一 列 可 求 长 
的 车 当 昭 曲线 {Yr (人 =1, 2.…)， 它 们 都 包含 原点 在 其 内 部 ， 且 都 不 
经 过 f(z) 的 极点 ， 并 满足 下 列 条 件 ， 

C7 5 位 于 yr 的 外 部 (n=1, 2,…"》 

(2) d=~ad(0, Yr) > + oo(n7 + 0) 

(3) 上 af/dn 所 A( 常 数 )，Ls 是 加 的 长 度 。 
假定 了 (2) 在 Y. 上 满足 条 件 : 
(f(z) 1<Blz1%, 5123) 


。273 。 


其 中 94 志 非 负 整数 ， B 是 正 的 篇 数 。 唱 
f(x) = 之 外 了 + 1im Si | 一 )- 


tm Fl 


其 中 Pi 二 Px(1/(2 一 26))。 

证 明 ”不妨 假设 1(z) 在 点 z=0 和 解析。 不然， 只 要 考 虞 1(z) 一 
pol?)，Po(z) 是 1(2) 在 点 z= 0 邻 城 内 的 劳 关 民 天 式 的 主要 部 分 。 考虑 
积分 了 了 GD ac。 


7 
直入 数 宕 再 ， 不 难 证 明 : 
1 de=ft2)— HS p22), | (5-125) 


27i = 位 于 rn 内 
事实 上 ， 著 设 T(z) = 安 p(tz}， 这 里 的 求 和 是 对 位 于 Yr 内 和 交 了 lz) 的 
极点 而 音 的 ， 它 是 有 理 范 数 ， 则 102) 一 了 (2) 在 入 内 是 解析 的 ， 所 以 
由 柯 再 积分 公式 ， 有 


fz) —T (2 一 ei) oe 


i), 上 一 2 
1 It6} 了 TefE) 
~ 2xi 上 让 一 上 -一 2ri jy 一 5 de 


T0515 一 2) 作 为 5 的 函数 ， 在 7; 的 外 部 是 和 解析 的 ， 因 此 ， 对 一 切 充 
分 大 的 R， 民 汪 d:， 根 据 柯 西 积分 定理 ,我 们 得 到 
1 Ts) ya 1 [Te, 

] 


27i 人 ri J tmp E—Z 


但 是 ， en 因此 ， 当 R>+co 时 ， 上 


式 右 端的 积分 值 趋 于 零 。 从 丽 ， 上 式 堪 端的 积分 等 于 零 ， 即 


Tn(EY Fr 
. a3), Ye-0, 


于 是 
f(z)— TZ) 一 一 二 上， 2 U6, 
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由 于 


所 以 
f(z) = Taz) + DE 7KE) ge 


= 0 器 证 i ys 1+ 1 


339+ {6) 
十 pe , Er gy de . (5-126} 


又 由 于 了 (2) 一 7,() 在 7 内 解析 ， 则 根据 柯 西 积分 定理 ， 我 们 有 


了 FS) 一 了 工 n(G) 一 了 
2 1+ = he bit! ~ 


并 1900) 一 站 TP0), 


但 是 ， 册 于 
TAO0) 一 它 w+ C0), 
ff Te), 1 0 
2Ri)] ,ei = i 3 de—0 {R= 十 co0)。 
所 以 ， 我 们 有 
三 - 卉 [5 ,如 ,zeo]. 《5-127》 
令 - 
__ fs) 
(7) 7 | 1 i 


沽 在 7 上，|) 之 dw，11(6)| B1514， 并 且 当 n> 二 co 时 ,ds 一 十 oo， 
所 以 当 充分 大 时 ， 可 使 得 do> 1z|。 于 是 


了 Bln 
HD 1 270, 0, —1z|) 


< 8 
2x(d,— |z|) 


出 此 可 见 ， 对 任意 给 定 的 RR， 当 |z| RH 时 ，.， 


-站 《1 一 > 二 CO) 
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a+1 
Jet (2)) < Ry! (H+ co), bb-128) 


央 z2* 17(2) 在 [z| <R 内 一 致 地 苞 于 零 。 
把 方程 (5-127) 代 入 (5-126) 式 ， 我 们 有 


{0= +t, Dl? (二) 


一 袜 瑟 1 PD zj La 《z)， (5-129) 


这 方程 对 一 切 # 成 立 。 由 (5-128) 式 ， 我 们 即 得 
1(z) 一 tlim 2 | :i 


章 习 十 吧 ,名 Ys 


2 De) j 
一 中 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 方程 (5~124)。 定 理 证 毕 。 
由 上 述 证 明 可 知 ， 如 果 级 数 


2 PCD ， 
这 [PGS )- 2 3 
在 不 包 言 1(2) 的 极点 的 任何 紧 集 上 绝对 且 一 臻 收敛, 则 在 不 包 合 f(7) 
的 极点 的 任何 紧 集 上 一 致 骏 复 地 成 立 闭 
f(z) = 站 "(= 


总 一 总 站 一 了 


)— > ?0 zj|。 (5-130》 


例 5-$ 将 f(z) 一 一 过 展开 成 部 分 分 式 。 


Siny 
解 ” 由 于 1im f(z)=0, 所 以 ， z=0 是 1z) 的 可 去 奇 点 ， 我 们 定 
义 了 00) 二 0，z4 一 X(N 一 土 1, 土 2,…) 是 天 2) 的 一 级 极点 。 由 于 


Res(f nr) = a De 1, 
所 以 
ps2) Pa( zi) i "n=l, +2,."。 
取 和 为 图 5。.8 所 未 的 正方 形 ， 它 的 边 平 浴 和 标 加。 显然 ， Vi 


满足 定理 3 中 的 条 件 。 现 在 证 明 7(2)》 在 YY 上 是 是 训 界 的 。 为 此 只 要 证 
二 -全 后 昌 - 


在 加 上 是 有 界 的 。 
事实 上 ， 令 z==x 十 jy， 则 


WE 
Sir 


3 1 
shiy + sin2x 


2 
~ ch2y—cos2x " 


在 Yr 的 平行 于 3》 轴 的 两 边 圭 ， sin:x 二 1， 因 而 


sinz shzy 十 1 ~ 


在 )% 的 平行 于 x 轴 的 商 边 上 ， 有 

1 1 2 4 
sinz | ch2y 一 1 eiy+e-23—2? 
其 中 3》= 士 (28 十 1}z/2。 当 RW 十 co 竺 ， 


4 
十 从 一 2 


所 以 17sinz 在 Y,。 上 是 有 界 的 。 因 此 ，f(x) 在 Y: 上 是 有 界 的 。 若 职 
4 一 0， 划 f(z) 满 足 条 件 (5-123)。 
注意 到 pnC0) 一 (一 1)5+I708)，1 一 士 iy 士 2,…。 由 《5-124) 式 


» 2276 。 


一 全 。 


rt 


得 到 


1 1 _ i _ 
lim pA 1) 六 )， (5-131) 


Sinz 看 一 十 co 上 二 一半 


其 中 悟 * 表 示 Kx<0。 由 于 对 任意 的 只 >0， 当 |z| < 及 时 ， 有 


i 


| + 志 )|- | | 
< RR 
zkal x -了 二) 


所以， 3 -二 十 赴 ) 绝对 收敛 ， 并 且 在 不 包含 如 一 nx(n= 
士 1, 土 2 …) 的 任何 紧 集 上 是 一 致 收 化 的 。 帮 有 


1 / 1 
+ (一 D+ (3 kx + 高) 《5 132》 
从 于 级 数 是 绝对 收 敏 的 ， 所 以 可 将 天 和 一 k 的 对 应 项 相 加 ,于 是 ,我 们 
得 到 1 1 (D2 


sinz 2 /kin 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 展开 式 。 央 此 
1 1 2 (5-133》 


一 
ee 


sinz 二 1 2 一 所 :2 
将 方程 (5-132) 的 两 边关 于 z 求 导数 ， 并 利用 可 逐 项 求 导 的 性 大 ， 我 
们 有 


COsz 1 if E+ 1 
Siniz +> > 《一 二 《2 一 KITT)28 
即 


CDSZ 《 一 工 7 
Siniz -Dn Hz}?" (5-134) 


习 是 


41。 已 知 亚 印 阔 数 广 z) 在 3=1:2,3,… 有 二 级 极点 ， 上 且 在 点 z= 和 的 邻 威 内 
劳 调 朋 开 式 的 主 有 型 部 分 汐 四 sfz) = #0z 一 2H):， 求 (2) 的 一 般 形 式 。 
二 DfT * 


2. 将 函数 


上 
Fey = Er- 
展开 为 部 分 分 或 。 
3。 将 函 元 
1 
"cogs? tge 
展开 为 部 分 分 式 。 


二 设 函 莪 .六 人 是 一 整 冰 数 ， 它 的 零点 1rd 级 的 ,过 1 
121| 守 |z2| 鞍 …， lim Izu! 一 十 cov 谍 闭 车 当 上 曲线 {rs} (四 = 1,.2,..) 满足 十 惠 


3 由 的 有 关系 件 ， 并 且 .Fz) 在 ys 上 满足 条 件 


六 人 | - 
EX F(z) od,), 
求证 : 
2 向 是 -二 
Fa) = FDYe fin (1- 2 ) 全 二 电 
5。 证 有 骨 ， 


TE si zz 了 
《提示 注意 等 式 cos 2 - in = sin C27, 并 利 开 上 题 的 结 


果 ) 。 
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第 六 章 “ 拉 普 拉 斯 变换 及 其 应 用 


用 算 子 方法 去 解 常 系数 的 常 微分 方程 或 类 似 的 依 微 分 方程 ， 其 基 
本 的 想法 是 ， 开 始 先 不 去 求 微分 方程 的 未 知 解 ij， 而 是 去 求解 1 的 某 
种 变换 的 结果 一 一 函数 了 ， 而 变换 的 选择 要 使 得 求解 函数 己 比 求解 # 
容易 得 老 ， 求 出 了 了 ， 再 傍 肋 于 道 变换 去 找到 所 要 求 的 解放 

在 运算 法 里 通常 取 拉 普 拉 斯 变换 作为 达到 上 述 昌 的 的 变换 。 


$1 基本 概念 与 方法 


1.1 拉 葵 拉 斯 变 换 


我 们 把 满足 下 列 条 性 的 实 变 数 上 的 任 一 复 函 数 沪 贡 ， 称 为 原 函 
数 : | 

《1i)》 所 切 到 其 导数 六 人) 在 整个 上 办 上 上 ， 除 了 在 个 别 的 点 之 外 是 
连续 的 ; 在 那 种 个 列 点 上 ， 蕊 蕊 或 (1) 有 第 一 类 闻 源 点 ， 昌 在 t+ 轴 的 
每 一 个 腿 区 冶 七 ， 那 种 不 连续 点 只 有 有 限 多 个 

《2》 对 于 所 有 的 负 值 +， 

于 1 一 个 

(3) 并 们 不 比 指数 函数 增长 得 快 ， 导 是 说 ， 存在 常数 放 >>0 和 和 

so 之 0， 使 得 对 所 有 的 + 都 有 
Ht) EMo i, {68—1» 

数 5 称 为 71(t) 的 增长 指数 ,对 于 有 有 界 的 原 函 数 ， 显 然 可 取 5 一 0。 

从 物理 应 下 的 观点 来 看 ， 条 忻 (1) 和 (3) 对 大 多 数 用 来 描述 物理 过 
程 的 函数 所 分 人 解释 为 时 间 ) 来 说 显然 能 被 注 足 。 条 件 人 2)》 在 外 观 上 
好 像 是 人 为 的 ， 可 是 应 该 注意 到 ， 运 算法 是 适应 于 可 归结 到 在 始 值 条 
件 下 解 微 分 方程 的 那些 问题 的 ， 因 而 在 开始 的 是 间 之 前 ， 如 何 多 于 所 
求 的 画 数 ， 在 物理 上 没有 阔别 ， 这 开始 瞬间 自然 可 取 为 t+ 一 0。 因 此， 
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条 件 (2) 在 物理 上 也 是 自然 的 。 
单位 奖 数 
tf> 0, 
人 (的 一 { 
就 是 最 简单 的 原 范 数 。 若 数 p(t) 注 中 条 件 (1) 和 (3)， 但 不 满足 条 
件 (2)， 而 滋 积 
yp, tS0 
ft) =—nt) p(t) =1{ ;i 
满足 条 件 (2)， 则 它 是 个 原 五 数 。 例 如 tsin@t,， (D1r， (fett, 
等 等 。 为 书写 简单 起 见 ， 我 们 将 照例 略 去 习 数 人 b， 约定 ， 所 有 我 
们 将 讨论 的 函数 ， 对 于 负 什 的 都 等 于 0[ 例 如 替代 f(D 将 写 1， 震 代 
NCSinor 凡 写 前 D0t 等 等 ]。 
由 关系 式 


Fp)=) jer bm fe fCt)e-rtdt (6-2) 


所 定义 的 复 变数 p=s+io 的 函数 ， 由 微 函 数 jt) 的 变 像 或 像 (或 怕 
函数 ) 。 称 (6-2) 式 为 拉 普 拉 斯 变 接 ， 这 里 的 积分 是 沿 着 正 实 半 轴 来 
取 的 。 为 简单 计 ， “函数 妃 切 具有 像 F(p)” 这 话 , 我 们 记 为 
[fC]=F(p)。 或 FED)= 史 [KOI]。 
例 6-1 设 f=1， 则 当 s>>0 时 ， 有 , 


| 


I(t]=F(P) = entdt= - 写 - 


” 工 1 
一 中 1 二 二 。 
no 志 PB 


例 6-2 设 12)=t， 则 当 s 汪 0 时 ， 有 
PUI PD) = | te-zdb 
分 部 积分 之 ， 我 们 得 到 
F(p) 一 去 ， 即 史 : 一 六 。 
例 6-3 设 7 的 一 2 其 中 由 为 正 整数 , 则 当 5>0 时 ,分 部 各 
分 4 次 ， 我 们 得 到 / 
,200. 


弛 | 


[1CD]=FCD= 人 六 tre-rtdt— 册 安 如 = 


下 十 了 pr+1° 
例 6-4 设 了 1?) 一 ew 则 
PLE F(D) = { “6- tp-potdt, 
当 及 ep2>Reps 时 ， 我 们 得 到 ， 
F Po | 1 Cpepot — 1 
(Pp) 也 一 加 lo 一 Do Ye p—po” 


上 述 定义 的 像 孙 数 Flp) 上 县 有 什么 性 质 蜡 ?我 们 来 看 下 面 的 定理 。 
常理 1 对 于 每 个 原 函 数 (1)， 其 像 函数 Ptp) 在 半 平 面 Rep>5。 
上 者 是 有 定义 的 ， 其 中 % f(t) 的 增长 指数 而 种 FLp) 在 这 右 半 有 学 
面 上 是 解析 的 。 
证 阴 实际 上 ， 当 Rep-3>3 时 ， 由 不 等 式 (6-1)， 积 分 (6-2) 
不 超过 上 收 仑 的 积分 
对 


. | rpe- lars [ -Meowigt= 2 (6-3) 
1 


故 积分 (6-2) 是 弟 对 收 襄 的 ， 因 而 ，F(P}) 在 右 兴 平面 Rep>>s。 上 是 有 
定义 的 。 再 者 ， 在 性 意 半 平面 Rep 守 5. 半 5s, 上， 由 于 积分 (8-2) 对 于 上 2 
微分 而 得 到 的 那个 积分 不 超过 一 个 与 了 无关 章 收敛 积分， 即 

| 人 rpae-zat| < 人 ep torat Jar Mee-er-swade 


ae | ry. 
= ys (6-4) 


所 以 ， 积 分 | Tt)te-zdt 是 绝对 收敛 的 ， 且 


FCp)=— | f(t)io-sat, 
雷 


这 说 明 函 数 FP) 在 半 平 面 Rep>% 上 的 每 一 个 点 处 都 具有 导数 ， 故 
FfP) 在 这 半 平 面 上 是 解析 的 。 和 定理 证 毕 。 

从 不 等 式 (6-3) 直 接 可 以 知道 ， 若 点 p 趋 于 无 旁 远 ,同时 悟 得 
Rep 二 5 无 限制 地 增 大 ， 则 F(P) 趋 于 0， 即 
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lim HPP) =—=0, 《总 一 与 上 


于 是 可 知 ， 对 任意 小 的 9>>0， 若 p 一 co， 且 一 +0<arg p< 一 0， 


则 F(p) 王 0。 这 说 明 收 就是 一 致 的 。 特 别 蚌 ， 训 果 F(D) 在 元 穷 近 点 
是 解析 的 ， 则 沿 任意 路 线 p 一 oo 时 ，F(p)->0; 因此 ，F(P) 在 无 穷 远 
外 只 能 是 零点 。 

公式 人 6- 分 表 明 ， 对 于 给 定 的 一 个 原 函 数 ， 可 唯一 地 确定 一 个 像 
函数 ， 而 且 这 像 务 数 以 公式 (6-2)》 的 形式 用 原 函 数 来 表示 ， 反 之 ， 诛 
范 数 帮 纪 是 否 可 以 用 其 和 橡 函 数 BR(p) 表 示 呢 ? 为 此 。 我 们 有 定理 2。 

定理 2 若 1(f) 是 一 原 函 数 ， 而 且 其 像 西 数 为 FCp)， 则 对 f(D 的 
任 一 连续 点 t， 有 


f= erF(pydp = (86) 
于 1 要 一 下 . 


5 上 om 2 弟 1 
其 中 积分 路 线 是 任 一 直线 Rep=a>s,。 
这 定理 表明 ， 徐 了 f(t) 可 能 有 的 第 一 类 不 连续 点 已 和 外。 天 让 完全 
由 它 的 像 函数 FP) 所 确定 。 我 们 称 积 分 公式 (6-6) 为 拉 普 拉 斯 变换 
(6-2) 的 逆 变 换 ， 记 成 (人 = 守 "Fip)。 
证 明 设 


1 +1 
= lim 全 eptP(P)dp， 


fo(t) = ” ertP(p)dp。 


pi 
我 们 只 要 证 明 
lm f(t)=1(t)o 
由 公式 (6-2) 和 积分 三 (7)e-mar 对 于 p 是 一 致 收 伊 的 , 放 可 改变 
积分 的 顺序 ， 因 而 ， 我 们 有 
日 一 -之 ee {| -fre-rdr dp 


27i 


-1 [wn{f sy nap Jar 
2 本 -二 


= 282 


| (pe 一 了 dr 


~=1[ gee) Snbs - 
= StE) E dE, 《6 一 7 ) 


其 中 站 一 Y 一 加 BE 一 6 1 十 1， 可 昂 二 =0 是 06-7? 式 中 积分 号 下 
一 数 的 奇异 点 。 我 们 把 积分 人 6-7) 和 分 解 成 两 个 ， 从 一 + 到 60 与 碎 0 到 
co。 由 于 +t 是 f(D 的 连续 点 ， 故 当 8->?0 时 ,limg(&) 一 800) 王 扰 全 在 
在 ,我们 有 


” sinpE ye__ ” ginbeé 7 加 sinbe 
[es de s(0) | ee dé+ | Lecé) 8(0)] os ds 


且 Sinbé ™, sinbE£ 
+ | ac6) -Ss ag+ ecé)-0bs dE。 


由 相应 积分 的 驳 生 性 ， 可 以 适当 地 选取 充分 小 的 7 与 充分 大 的 刃 ， 使 
第 二 项 与 第 四 项 的 模 对 于 所 有 的 b 都 小 于 任意 预先 给 定 的 数 。 对 于 第 
三 项 ， 分 部 求 积分 后 ， 得 到 


et) ae [ec] 


(Je 
由 此 可 见 ， 当 固定 "与 R， 而 使 b 一 十 co 时 ， 这 项 就 趋 于 0。 


最 后 ， 令 站 = 加 得 
7 sinbeé br pin 
| 把 6 | 斩 dn, 


于 是 可 见 ， 当 因 定 +， 而 使 b> 十 co 时 ， 这 积分 趋 于 子 。 因此 ， 我们 
有 


， mm Sinpé = 下 _ 亚 
lim EE dE 8(0) si 


用 同样 的 方法 ， 我 们 得 到 
lim | 8(&) 2s 4 一 至 ff)。 


= 3 


置 此 ， lim f(t) = f(t)。 -定理 证 完 。. 


自然 我 们 要 问 : 付 么 样 的 复 变 画 数 F(p) 是 某 -- 个 原 西 数 哆 像 
昵 ? 下 面 给 一 充分 条 性 。 

定理 3 ”如果 函数 F(D) 在 半 平 面 Rep> sz0 上 解析 ， 在 任意 半 
平面 Rep 之 a>s,。 上当 |p1 一 co 时 对 于 argp 一 至 地 趋 手 ， 0 且 积分 


人 ，Fcpydp 
绝对 收 各 ， 则 四) 是 廿 数 
1(1) = a 


证 明 ”首先 ， 我 们 证 明 f(t) 是 一 个 原画 数 。 
设 贺 台 Ca 一 (pz ip| 一 及 , Rep>>4}。 册 定理 中 的 条 仲 ， 血 数 FLp》 
当 民 性 十 吕 时 在 贺 纺 Cz 上 关于 arep 一 至 地 收 化 于 竺 > 回 变 大 的 者 当 
引 理 ， 则 对 任何 负数 t， 有 
lm 人， eptP(DJdp 一 Do 


令 Cr 是 由 C% 与 直线 段 (a 一 这 ， “+ 办 ) 靳 组 成 的 赔 国 道 ， 于 是 ， 当 上 < 
0 时 ， 我 们 有 有 


ft) = lim | ,0p)dp。 


因为 被 积 函 数 在 Gs 内 是 解析 的 ， 记 以 TD- 0。 故 ft) 消 足 原 是 数 
的 条 件 (2)。 其 次 ， 南 (6-6) 式 有 

HK 生计 -ee | lrcetio) [do = Mert, 
因 上 邮 ，I(i) 淇 足 原 阔 数 的 条 忻 (3}。 我 们 将 不 详细 用 述 条 人 炸 (1) 的 检 


验 。 
现在 ， 我 们 证 明 通 数 F(p) 是 上 述 葬 数 ft 的 人 和 我 们 只 


要 证 明 。 对 任意 给 定 的 复数 mu， 若 Reps>o， 诊 
| “emtf (1)dt = Fp) 
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由 (上 -6 一 等 

fm fe {ene js, ee 
由 于 p=o+iy，dp=idg， 因 此 在 上 式 内 部 的 积分 中 可 以 将 因子 er! 合 
到 积分 号 的 外 面 ， 而 留 下 的 积分 为 

人 eaam|< er 
庙 此 可 兄 ， 这 个 积分 对 于 上 来 说 是 一 致 收敛 的 ， 因 此 在 公式 中 可 交 挨 
积分 的 顺序 ， 则 我 们 有 
| err(p)dt= 1 | rcp{| ep-pntdt ja 


2 和 1 


1 1 本 二 这 Tp) 
2ri Joe-ie pp 


Ed 
一 一 


-dp, (8-9 
因为 ， 由 于 Retp 一 Pe}<0 且 1t>0， 内 部 的 积分 收 得 。 设 Me 一 
max |F(p)|, 如 前 所 述 ， 当 R->% 时 对 一 0。 于 是 ， 当 民 一 十 oo 
时 ,我们 有 : 

: [je 3 a ; xR——>0,。 

— {po 


于 是 可 知 ， 可 人 二 可 用 阳 加 过 下 末代 即 


_ 1 F(p) 
pot di= i id ° 
fe f(t) Lim si cz 了 一 po 9 本 


pap| < 


由 于 函数 ED) 在 多 内 是 解析 的 ， 故 由利 卫 公式 ， 即 得 
{em eddt =F(p), 


这 正 是 所 要 证 明 的 。 定 理 证 毕 。 


1.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 


在 此 ， 我 们 将 举 出 一 系列 的 简单 命 看， 它们 构成 了 运算 法 芍 工 
其 。 以 后 ， 我 们 将 处 处 用 光 丰 ，gt，… 来 代表 原 函 数 ， 而 用 FCp)， 
Gtp), … 代 才 它 们 相应 的 像 函 数 ， 即 - 四 
量 285 二 


F(PD) -| errCDdt Gdp) = [erigtt) de, ee 
直接 外 积分 的 人 性质 我 们 可 得 到 拉 普 拉 斯 变换 下 列 一 些 性 质 ， 
(1) 线性 性 质 ”对 任何 两 个 复数 a 与 8， 有 . 
Laflt) Fett)J =aF(p) + AGOD). C6-10) 
根据 这 个 性 质 ， 和 前 面 例 6-4 的 结果 ， emt=-1/(p 一 py， 立即 得 到 
尖 桑 式 


] 4 ist -io 了 1 _ = 
‘6—11) 
类 似 地 有 
一 _b 9 
[cosmt] = pi? rahet] = or? 
一 了 _ 
chot] = re 【6 一 12》 
(2) 相似 十 理 ”对 于 任 一 常数 ee， 有 
Po)I= 1 FP),. (6-13) 


事实 上 ， 令 时 一 Ts 有 . . 
grit)I=[ f(at)e~ridt — | f(T)e-t da— zr(s). 
《3) 原 酉 数 的 微分 法 若 17(t), 或 更 一 般 地 ，fokt) 是 原 范 
数 ， 则 


LIFT = PPFDp) 1(0), (6-14) 
或 
(DPC 一 区- 人 -一 fo 0) } 
{6-15) 


其 中 f01(0) 理解 为 右 极限 什 im f(t)。 
证 明 ”实际 上 ， 用 分 部 积分 法 ， 有 
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e009=], Vie =tIDe ro tp] jltye-ridt, 


由 于 天 四 是 原 汞 数 且 Rep=8 计 56， 以 及 [jf(iye-? 了 | 和 Me-5-s0t， 因而 
lim f(t)e 7’ 一 0。 显 然 ， 第 二 项 等 于 pF(p)， 故 公式 (6-14) 成 立 。 应 


用 公式 (6-14) 两 次 ， 便 有 
= = PPE Dm 0 


2 “C0 
—p | ren- [0 - 2 
如 此 推导 下 去 ， 即 得 公式 (6-15)。 
特别 是 ， 若 1(0)==0， 贡 
Cf]=phE(p)o .6-16) 
因而 ， 原 省 数 的 微分 法 归结 为 用 p 来 乘 它 的 像 函 数 。 若 TO0) 一 产 (0) 
一 … 一 0 一 00， 则 
PIE] = pF(D), 《6-177 
(4) 像 赃 数 的 微分 法 像 函 数 的 徽 分 法 可 归结 为 用 一 上 来 滋 原 范 
数 的 来 法 ， 或 者 ， 更 一 般 地 ， 有 | 
Fn) = (17)"t"f(t)), (6-18}) 
证 明 事实 上 ， 由 于 F(P) 在 半 平 面 Rep>>s,。 上 是 解析 的 ,， 因而 
它 可 以 对 ?了 求 导 ， 而 县 积 分 与 求 导 可 交换 次 序 ， 于 是 ， 我 们 有 


RD) = 一 人 30Derrat FeCp) = 人 27(Deratb 
， FMP)=(— 1 tf(tye~rtdt, 


要 可 一 和 区， 由 例 6-4 和 和 多 6-4 的 结果 ， 到 和 
(6-19) 


有 了 = MDat -nl 
[= Pr 人 (Cp—poy"t! ® 
而 从 公式 (6-11) 和 (6-12) 有 
加 2p0 p:— 0 
FLtsinot] = a py [teosnt] po 
(6-20) 


(5) 原 泌 数 的 积分 法 ” 原 阻 数 的 积分 法 归结 为 用 P 除 它 的 像 函 
= 287 。 


中 i 放 
: Fp) 5 
2(J 1nd)= TD. CB—21) 


证 明 容易 验证 ， 西 数 g(t) 一 | fr)ar 记 是 原 函 数 ， 邑 它 满足 原 


函数 的 条 件 (1) (2) 和 和 (3)。 于 是 出 公式 (6-16) 有 
wf]= Le (tt) = p), 
有 即 Flp) = 二 PG(P)。 由 此 ， 即 得 记 要 证 的 


了 


(6) 像 务 数 的 积分 法 若 积 分 | P(p)dp 政 伍 ， 则 它 可 视 为 函数 
了 (D7t 的 像 函 数 ， 即 
2[£® 1=[ rap 《6-22》 
人 “ 变 像 的 积分 法 ， 相 当 于 用 + 来 除 原 函 数 的 了 法 ) 。 
证 明 事实 上 ， 我 们 有 
Foyap=| ap) rpe-rar。 
假定 积分 路 线 (p, co) 全 部 位 于 半 平 面 Rep 关 as 上 上 ， 我 们 对 内 部 积 
分 有 下 还 居 计 
J (te-rar <M | ta-sotdt, 
出 此 可 见 ， 对 于 了 来 说 ， 它 是 一 致 收 就 有 的。 这 样 ， 我 们 可 变换 牧 分 的 
次 序 ， 得 到 
PE oa sa-Fsna 
_ crff tt) 
-2 [|]. 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
下 面 我 们 来 看 一 些 需 子 。 
。 288 。 


例 6-5 我 们 知道 ， 


bt fi" 一 
PF[ert— er] = 


根据 性 质 (6)， 则 得 
2[* |-= [Gi 过 1 )ap= Ing pe ‘6—23» 


例 6-6 从 公式 (6-11)， 应 用 性 版 (6)， 即 得 


dd ”1 Tret 
应 用 性 质 (5)， i 
' SI1NnT TT arct sp 
2| sit | 2 di| 蕊 一 5 于。 《6-247 


7) 延迟 定理 对 于 和 任 一 正 数 
Y， 有 

Lt— Te Fp), (6-25) 
这 表明 原 函 数 延 进 t， 相当 于 其 像 下 
数 习 以 关子 ce-?'， 见 图 6.1。 

证 明 因 次 当 t<T 时 , fj(i 一 ?) 
二 0， 故 作 变 数 代 换 t 一 T=t 后 ， 便 
得 图 6.1 

sw[flt—T)] =| ft residt— [re ye-Pltitndt, 
—¢e "PP), 
这 正 是 所 要 证 明 的 。 

延迟 定理 在 实际 问题 中 非 党 有用。 例如 对 放 理 想 流体 管 路 ， 当 终 
端 是 盲 端 或 全 淫 开 时、 几乎 全 部 可 以 用 延迟 定理 来 讨论 其 传输 特性 。 

例 4-7 如 图 6,2 记 示 ， 如 原 函 数 为 阶梯 落 数 

ftt) =ACNICOD + tT NE 二] 
则 根据 延迟 定理 ， 有 . 
PII-A(S + rte), 
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因为 |eP|1 一 e <1， 击 边 是 收敛 的 几何 级 获 ， 所 以 


-4 1 -4 BT _ 
PUD- (1+eth EE)。 《6-26) 


例 6-8 如 图 5,3 所 示 ， 如 原 函 数 人 四 是 周期 性 的 矩形 脉冲 
B71) =ATN) — 220 — T+2n(t—27)— +:'} 
鞋 根 据 延 退 定理 ， 将 
[rg(t)] = 位 -全 e~sr+ Zor _... } 


La A ,pT 
= 一 一 -一 = th 一 


周期 性 的 三 角形 脉冲 函数 ht),， 其 图 像 如 图 6.3 中 用 虚线 表 出 ， 
等 于 | g(t)dt， 因 此 根据 性 质 (5) 得 


A 


一 号 thpe _28 
whit) 一 wth 2* {6-28) 
Sierrf (ty =—=Ftp— Po)o (6-29) 
这 表明 ， 对 像 函数 作 “位 移 ”z， 相 当 于 用 ez 乘 原 函 数 。 
证 明报 据 定义 有 


Brest | e-em dt Pp—p). 
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这 定理 能 使 我 们 从 原 番 数 的 像 函数 ， 求 得 原画 数 乘 以 指数 函数 后 的 余 
商 数 。 例 如 


Pre- itsin@t] = pith 


(p+ to 


{ 
TR Le 0s9 归 一 


Le 了] 一 《6 一 30 让 


nf 
Cp 十 Js 
1.3 网 法 定理 


乘法 定理 是 表达 不 还 数 磁 积 的 原 函 数 与 像 函 数 之 间 的 联系 ， 或 像 
函数 乘积 的 像 甫 数 与 原 阴 数 之 间 的 联系 定理 。 
像 函 数 业 法 定理 ”两 个 像 函数 F(p) 与 G(P) 的 乘积 也 是 像 函 数 ， 


并 且 
FC(p)* Gp) =%2|| ject -rar | (6_31) 
这 表明 ， 怕 和 孙 数 的 飞 积 ， 相 当 于 原 洲 数 的 卷 积 ， 即 
[if#e]=F(p) Gp), (6—31"3 
其 中 ( 导 六 8) 表示 了 与 续 的 着 积 ， 邑 
(df# 6) 一 | fmDe(Gt 一 Ddr。 C6_32) 


证 明 首先 我 们 来 证 明 (6-31) 式 的 右 端 的 积分 ， 即 原画 数 的 送 积 
是 个 原 函 数 ， 条 件 (1) 与 (2) 很 明显 ;要 证 明 条 件 (3)， 取 s 等 于 f(t? 
与 g() 的 增长 指数 中 的 较 大 者 ， 则 


{fe — Tydt <M| esvreseti-ndt 
9 四 


一 Ates 

于 是 ， 积 分 (6-30) 不 超过 某 一 个 常数 乘 以 eesrot， 其 中 8 是 任意 小 
的 正 数 。 这 说 明 原 函数 的 卷 积 是 个 原 函 数 。 

下 面 证 明 卷 积 (f 半 8) 的 像 就 是 像 汪 数 的 乘积 F(p)GCp)。 根据 定 
义 得 

Si#el=)| er {| feed rar ja 
我 们 知道 ， 上 式 右 端 是 一 个 二 重 积 分 ， 其 积分 区 域 是 (tf,7) 平 而 上 的 
面 01 各 


角形 区 域 DD 一 {tT 0 所 tc0，0 帮 + 所 tj}， 如 图 6.4 所 示 。 
设 了 与 5 的 增长 指数 分 别 为 $7 与 5g， 如 前 庚 述 ，(f 米 8) 的 增长 指 


图 6.4 


数 % 一 maxfsf,si)。 由 于 当 及 ep 一 ss 时， 不 难 证 明 这 二 重 积 分 绝对 
收 襄 ， 因 此 可 以 奖 撞 积 身 次 序 ， 则 得 
gtr#8l= {far| sg 一 ed 


= (rorar| stt er 


=F(pPG(P), 
这 正 是 亡 要 证 明 的 。 
在 应 用 时 ， 乘 积 定 理 的 下 述 推论 很 有 用 。 
推论 1 


pF(Cp)G(DY =2|3{|. jl _ Der)] . 


=—2 | +) rat nde ]: (6-33) 


原 北 数 沫 积 定理 ” 设 f(i) 与 g(t) 是 琴 个 原本 数 ， 其 增长 指数 分 别 
汶 5 与 则 它们 的 屡 积 也 是 个 原 到 数 ， 并 且 


tis)8t)I= a) FGp -edg, (6-34) 


# 直上 蝇 省 


其 中 as 且 及 ep>S 十 Go 
和 证明 沫 积 1(t)g(t) 显 然 是 个 原 孟 数 , 因 它 满足 原画 数 的 条 件 (1》 
一 (3)。 它 的 像 是 
SLKDECD] 一 人 TD8(De-zaat。 
取 6>5 将 大 二 的 反 演 公式 (6-6) 代 入 上 式 石 端 ， 即 得 


P80 = | {i Freyestdg jscoerra 
~ 2xT 动 上 ~ {ro ee torgt]ag, 
这 大 册 于 上 述 二 重 积分 绝对 收 黎 ， 政 可 交换 各 分 次 序 。 台 证 Rep 
， 因 为 Reg==0， 则 Ret 了 一 扑 守 sj 所 以 内 部 积分 可 用 GCP 一 9) 来 
代 . 定理 证 毕 。 


T.4 展开 定理 


在 此 ， 我 们 将 证 明 某 些 关 于 展开 原 函 数 或 像 沙 数 为 级 数 的 定 
理 。 1 
第 一 展开 定理 ”如 果 F(p) 在 无 穷 远 点 处 是 解析 的 ， 且 在 它 的 令 
域内 有 劳 朗 展开 式 


0 


FE(D) 一 袜 基 《6- 35) 

则 F(p) 的 原 函 数 是 《〈 乘 以 水 小 的 函数 
Fe _ 

1(t) = Dr raat 《6-36) 


这 时 ， 了 (四 是 一 个 整 函数 。 

证 明 若 (6-36) 式 所 确定 的 故 贡 是 一 个 整 秀 数 ， 那 么 它 在 整个 
平 而 上 尖 一 致 收 伍 的 ， 因 些 ， 交 换 积 分 与 求 和 的 次 序 , 并 利用 入 [i*] 
一 Xp ， 我 们 有 


-一 = 一 _ Cr ” nt 
e001 | eva Dr) es 
= 
= 293 。 


故 1(1) 的 像 疯 数 是 FCp)。 
因此 ， 我 们 只 要 证 明 f(t) 是 一 个 整 函数 。 为 此 ， 令 4= 池 ， 且 


多 (9) 一 F( 二 )。 由 于 F(P) 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 是 解析 的 , 则 函数 (4) 
=Zowqt 在 圈 域 iql 所 黄 内 是 解析 的 ， 因 此 由 柯 西 不 等 式 ， 便 有 

[er| MRE, k=1, 2,3, 0 
于 是 ， 对 任何 复数 t+。 有 


9D |< 如 Fer| Ch 四 <MD 全 和 Mom!, 


册 此 可 和 抑 ， 级 数 6-36? 对 所 有 的 上 都 收 敏 ,， 故 它 是 一 个 束 画 数 ; 而 且 ， 
对 于 遍 有 的 正 值 所 |1( 人 1 二 MeBt， 故 它 是 一 个 原 函 数 。 定 理 证 毕 。 


例 6-9 试 求 
F(P) 一 未 fTe 
的 原 范 数 。 
解 ” 考 号 展开 式 
F(p) = 总 Pir 


由 于 FtP) 在 无 穷 远 处 是 解析 的 ， 求 F(o0) 一 0， 根 据 第 一 展开 定 至。 
则 得 


FAP re Ri 
(f—37) 
这 正 是 所 要 求 的 原画 数 。 
第 二 展开 定理 ”如果 函数 Ftp) 具 有 下 述 性 质 : 
《3 FF(D) 在 某 一 右 举 平面 Rep 守 5, 上 是 解 机 的 ， 而 在 全 平面 七 是 
半 纯 函数 《 即 是 两 个 整 画 数 之 比 ) ， 
《2)》 存在 图 周 族 Cr : |P| 一 及 ro， 开拓 及 民有 oo 
在 这 族 贺 周 上 ，F(P) 与 argP 无 关 地 收 伍 于 05 
204* 


(3) 对 和 企 何 o>s， 积 分 | ，F(P)dp 绝对 收敛 。 


则 其 原 函 数 1(t)( 除 掉 因 子 (让 外 ) 可 表示 成 
ft})=—= RestF(pYert, px} {6-38) 
Fi 


其 中 ， 留 数 和 是 对 所有 FCp) 的 孤立 奇 点 Pr 来 取 的 ， 它 们 按 其 模 的 不 
减 次 序 排列 。 
证 明 根据 前 面 的 定理 2， 请 数 ECP) 是 原 函 数 


1 全 } 
其 全 一 而 全 FCpyeridp 


的 像 ， 其 中 a> so。 

设 圆 周 Ca 与 直线 Rep 一 aa 的 交点 为 4 土 记 *， 位 于 直 线 Rep 一 4a 左 
侧 的 圆周 为 C.5 又 设 Pa 表示 出 贺 弧 C; 与 直线 段 (4 一 jp,, G 十 记 小 所 组 
成 的 闭 转 道 。 

由 条 件 {2) 可 知 ，F(P) 在 CC 上 与 argp 无 关 地 收 作 于 0， 报 据 变 
形 的 若 当 引 理 ， 则 对 于 任何 的 t20， 有 


lim | ,Pepyertdp—=0。 
| 用 -ram 虽 彻 二 
于 是 ， 对 任何 的 1->>0， 有 
f(t) = lim ni Flpyer'dp, 


但 是 ， 根 据 留 数 定理 ， 则 得 


而 外 . F(P)erdp = PRes(RCp)er’, pr), 


其 中 ， 枚 是 Cp) 位 于 古 内 的 所 有 驱 立 这 点 。 故 公式 (6-38) 是 真实 的 。 
第 二 展开 定理 是 很 有 用 的 。 根 据 这 个 定理 ， 我 们 有 下 述 推论 。 


推论 。 ”如 果 像 函数 F(P) 是 一 个 有 理 函 数 ， PO) 


4(D) 的 次 数 低 于 BCP) 的 次 数 ， 又 车 分 母 BCp) 的 根 P,P1,，…， Pn 都 是 
一 阶 淮 点 。 则 其 原 函 数 可 按 下 述 公 式 求 出 ， 


Er-1 $2 |= 1 Ct)= De (6—30) 
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推论 8 “如 果 像 函数 是 一 个 有 理 话 数 F(P)= -各 。， 全 《B) 的 


次 数 低 于 Bt(p) 的 次 数 ， 叉车 Ftp) 具 请 任何 阶 本 人才 一 0 1 坟 ) 的 梳 
点 Bx， 则 其 原 函 数 可 按 下 述 公式 求 出 


f(t) = 3 


im {Pon}, -40) 


第 二 展开 定理 的 应 用 ， 我 们 将 在 以 后 给 出 。 


1.5 和 糙 充 


航 限 关系 定理 ”对 任 一 原画 数 1(t) 与 其 像 7(p), 如 果 右 极限 
lim f(t) 一 1(0) 存 在 ， 则 


1(0) = lim DEF) 《6-41》 
如 果 极 限 lim f(t) 一 fco) 存 在 ， 则 
fco7 一 lim ph(p), 《6 一 42 7》 


分 别称 (6-41) 式 和 (6- 42) 式 为 宁 估 定理 和 终 值 定理 
证 明 对 任 一 实数 2 设 


F.Cp) = 人 fatye-ridt 一空 [jat)]。 
如 果 极 限 lim 7 了 (二 (0) 在 在 ， 则 
F,(p) = [foera=ta， 
县 不 难 证 明 
lm Fp)=Ftp)o 《643) 
事实 上 。， 下 式 成 立 
PF,(p)7 一 Fufp) = 人 cep) —f(0)] e-riat+ | riat) —f(0)Je-?:dt ， 
册 原 函数 的 条 件 (3y， 我 们 寿 
[fefcen =10) eva | <M | etret If60)1| sd 
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< iv 
3 — WS 8 


牟 - 他 一 50 


(M+) Oe, 
其 中 肛 e5 一 ss 于 蚌 ， 对 任意 给 证 的 e>0， 能 选取 适当 大 的 Y， 使 
得 
M+ VDE <e, 
固定 fr。 出 于 极限 lim f(t) 1(0) 存 在 ， 则 不 难 证 明 存 在 正 数 中 
仁 得 当 0<a<t 时 ， 有 
|f trcor) -ro)]eredt 一。 


于 是 ， 当 Tar<6 昱 ， 有 
IF.(p)— FAP)| <2e. 
故人 6-43) 式 成 立 ， 即 


~ (0 
Pp 和 


但 是 ， 据 相似 定 更， 有 Fp) = 十 F( 卫 )。 因 此 ， 关 系 式 (8-43) 
可 写成 


lim PF (2)=f00), 
由 于 当 国定 了 且 当 ->0 时 ,二 ->co， 故 可 得 到 我 们 所 要 求 的 关系 


(6-41), 
关系 式 (6-42) 评 可 以 类 侯 地 证 明 。 事 实 上 ， 我 们 可 类 似 地 证 明 : 
Him F.(p)=P,(p)= 2, 6-44) 
即 
.Pp Pp 
lim PF (2)=16%), 
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故 对 固定 的 ? 且 当 -oo 时 ， 所 ->0， 从 而 有 
tionpE(D) 一 大 co7y。 
当 4 一 co 时， 对 任 给 s 盖 0， 首 先 可 选取 T 充 分 小 ， 使 得 

|f eseaty -ceaerzdz| <e。 
然后 ， 固 定 这 样 的 =， 册 于 lim f(t) =f(oo)， 可 选取 充 务 大 的 a， 使 
得 对 一 切 充 分 大 的 a， 有 

[| scar)y ~fCo0)Ie-rdt 
因此 ， 当 。 充分 大 时 ， 有 | 

[tre #00) ertdt | <2e。 
故 关 系 式 {6-44) 成 立 。 定 理 证 毕 。 


关系 式 (6-41) 与 (6-42) 对 于 核对 利用 运算 法 的 计算 是 很 有 有 用 的 。 
例如 ， 由 (6-30) 式 ， 当 %*>>0 时 ， 我 们 得 到 


Eo 


5 EP Po 
Lme sine@t 一 二 1 


从 (6-24) 式 得 到 


si0=lim ( 福 一 re 名 划一 0) 
从 (6-26) 式 得 到 
_ 1 pTY 
1(0) 一 Him 人 (1+eth 王 )= 4。 

脉冲 函数 的 像 ” 设 3(1) 是 脉冲 函数， 又 称 其 为 犹 控 克 画 数 ， 它 

除了 在 点 +=0 处 等 于 ce 之 外 ， 到 处 都 等 于 0， 但 是 
f Ot)dt = 1, 
训 我 们 有 . 
d=1, (0-45) 
证 明 事实 上 ， 考 虚 函 数 
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0 当 Ti<0， 或 上 2> 产 时， 

\ 当 0<t<h 时 。 

它 的 图 像 如 图 6.5 所 未 。 这 函数 代表 一 个 作用 在 区 间 (0, 有 ). 上 的 量 ， 
它 具有 常数 什 寺 ， 它 的 作用 的 总 和 等 于 


et 一 


[0 arf oat=i, 


团 6.5 


显然 , 当 #->0 时 , 谓 数 族 是 发 散 的 ,但 是 , 我 们 定义 这 族 函 数 的 极限 为 
0(1) =lim op(t)， 
并 且 称 它 为 及 冲 备 数 ， 它 除了 在 点 + 一 0 处 等 oo 之 外 ， 到 处 都 等 于 
0， 并 且 我 们 假设 关系 式 
| oar=1 

仍然 成 立 。 
我 们 还 假设 0 函数 的 变 像 是 函数 6;(1) 一 二 [4) 一 4(t 一 hb)] 的 变 
像 的 极限 。 根 据 延迟 定理 ， 01(?) 的 实 人 等 

—e-7h 


PLDJ=—T 
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令 站 一 0 便 得 镜 
PUI lm 1, 
“我 们 还 将 用 下 面 的 “论证 ”来 说 明 其 “合理 性 ”。 在 图 6.5 中 。 

虚线 表示 画 数 印 人 7) 的 积分 

Matt 一 spa。 
从 这 个 图 像 看 上 出， 当 j->0 时 ， 函 数 加 (5 和 址 于 单位 着 数 咏 切 。 因 此 ， 
我 们 置 

{ oct)dt =ntt), 


于 是 , 便 有 6(t)=Wr(t)， 且 由 于 Fin 根据 原 函数 的 微 分 
法 则 ， 我 们 重新 得 到 纪 [4( 芍 ] 一 P。 地 一 1。 
其 次 ， 对 于 满足 原 刻 数 条 件 民 ) 的 任 一 隙 数 wtt}， 据 中 值 定理 得 
[weed= | ecDat=edte)， 
其 中 0 过 寺 <R。 取 有 =>0 时 的 极限 ， 设 
ecpecpat=w(o) (6-46) 
《< 若 (人 科 在 1 二 0 处 不 连续 ， 则 (0) 老 示 它 前 . 石 极 限 ) 。 特 . 别 ， 取 
P(t) 一 e"?t， 我 们 重新 得 到 | 
P00)I=[ oorat =1, 


运算 法 的 基本 法 则 可 推广 到 5 汲 数 。 例 如 ， 古 所 定 香 给 是 
PL TI me 《6-47》 


事实 上， 根据 (6-46) 式 ， 有 
SG 一 o] 一 上 orem | etDerzeerodt =e-r, 
由 号 积 定 理 给 出 ， 
FIPOD)I= {fdr fs), (6-48) 
事实 上 ， 由 (6-46) 式 ， 我 们 有 
.300. 


划 
1 


| Koped 一 Dar= | 


-人 7 一 Dedtoan=fet)。 


而 各 1 二 Ftp)， 破 C6-48) 式 是 正确 的 。 
下 面 为 读者 方便 起 见 ， 我 们 列举 已 得 到 的 运算 关系 ， 见 原 西 数 稀 
它们 的 变 像 一 药 表 。 


拉 闪 拉 斯 变 找 囊 
NO 厌 画 数 | 你 画 笋 
| 
1 I 1 
p 
2 fe nH! 
区 二 
对 大 [> 一 1} rie+1y 
. _ ‘Et 
允 关于 1 
: P+ 
5 B41 Tat+1} 
(P+ Ytl 
6 ginot 区 
Dt ot 
7 tosmt pp. 
P+ 
8 t"sinat 由 Imip+ tdipy" + 
! pi 
9 | tncosot nN! Retp— im)s*l 
Cb + 和 2 了 本 + 于 
10 eiisintmtt oy eost+ {pt hsing 
4 
11 [i (p+ hcosm — msing 
| (ptht 克 
12 ghart | 可 
p* -也 3 
13 chot _ 
ps 一 和 2 


* 01 * 


NO, 原 函 数 你 函 
1 oe lm- 了 
15 一 — - 
wt we 了 十 性 
1 -de 全 a 将 
J] 总 一 一 一 才 _ 
i Vp Ert 《oF 
- 和 全 
17 6- ozt2 Te Ext{( -二 ) 
_ 
18 e473 e vp 
A Pp 
39 — .gin2 wet 1 
vaa pvp”* 
2 1 ross/mt 1 
wnt pp + 
1 .1 1 .条 ， 
_ 二， 一 - -一 -已 / 二 时 1 伍 
31 a pr J vp 
1 1 1 LF - 
29 0 区 了 peasyp 
2 三 sot P+ p 
- At Pi+ mt 
24 | 1 去 tompt Vv Pit+wi+p 
nt Pi+ 
| 
' Cu Pi+1 一 站 3 
| Jntot) 1 
和 0) Rar (Vv P+o ~ p)" 
| 
! -1 2 1 
27 i (n> =) ST( r+ 
(pit+1iy 


和 于 
二 下 T 天 党 了 一 二 一 -一 一 -mi 
i J 


* DO 


30 


31 


人 2 


33 


3 


可 5 


36 


Ey 


计生 


39 


tino 1) 


do Ov ti TMT) 
Et) = 站 27 gr 
工 


ct) = fs Tdr 
让 2 


fs mir 


stf)= fn 
0 2HT 


ci 的 = ~ f* cos td 
fd dr 
下 


-ED -J de 


1+tt 


1 
wl+t 


到 lntl + tz 


1 
, #2 
t linc1 ) 


习 


1。 试 求 时 间 菌 数 产生 为 
《1) 衰 穿 指数 疯 数 六 = Ae snt， A>0,0>03 


1 Fy +as 


P+o 


Arc ctg pn 
P 


_1 Vpi+itp 


2p wp?+l 


1 Vp+1-p 


2P wp+1 
1i1n 1 
PD ”pz+l 


Flncp+ wl+r py 


1 
—ilnti+p) 
pp 


Te+FElirDy 


sinpCip ~ cospsip 


TpoErf mp 
45 vp 


cisp+ si:p 


EipyEit - p) 
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发 号 EEIRL rd 
有 勒 拉 普 控 斯 变换 。 
3。、 试 孙 疼 坡 国 数 了 (如 图 6.6 奈 未 ) 的 拉 普 拉 斯 变 拨 。; 
3. 试 求 锅 疯 脉冲 〔 如 图 6.7 所 示 )》 的 拉 普 科 靳 变 摘 。 
4。 试 求 三 角形 脉 站 《如 图 8.8 所 示 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 


羡 6.6 伪 8.7 


再。 试 求 正 落 脉冲 《如 图 6.9 所 示 》 的 和 位 普 拉 斯 变换 ， 
省 ， 试 和 用 正弦 脉冲 《如 图 8$.9 所 示 ) 的 变换 式 求 正 蓄 疲 的 全 波 整 流 该 形 ? 


= S04* 


(如 图 6.10 所 示 ) 的 拉 普 按 斯 变 搞 趟 。 
fy 


况 8.10 
了。 证 或 下 明 备 画 数 的 拉 普 拉 理 闭 变 搞 式 : 
2 守 二 
p btr4  - 
C1y pss ‘2) 2 
__P- 2 
(3) prrapi rap?! (4) pri apriap’ 
__» _P+r2 
(5) pr pri {6Y (pi 
2 “十 号 下 十 二 让 
(7) (p+13  ! (8) (p++IMp+r2ap+a)y Pr 
er? 
C9) pep: ry 


$ 2 在 求 多 微分 方程 中 的 应 用 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 运算 法 〈 拉 普 拉 斯 变换 ) 在 求解 线性 党 
微分 方程 ， 或 线性 偏 微 分 方程 中 的 应 用 。 


2.1 和解 常 微分 方程 与 方程 组 


运算 法 可 格外 简单 地 应 用 于 求解 具有 常 系数 的 线性 微分 方程 或 这 
种 方程 组 。 设 给 定 微 分 方程 
Fe i dt- ix 


dE 十 媒 , -本 二 "二 1 .tax=1(t) (6—A9) 


L{xX) 一 上 


sa S305» 


与 始 值 条 件 
加 (0 族 一 区 0 区 信人 一 Xe 一 19 (6-507 
我 们 设 到 0， 且 芒 数 1f)，。 以 及 和 解 x(t)， 连 同 它 到 内 为 止 前 导 函 
数 ， 都 是 原 函 数 。 记 人 x{1) 一 X(p)，1(1) 二 Flp)。 
根据 原 鲨 数 的 微分 法 则 (前 节 中 的 公式 (6-15) 或 (6-17)， 有 
FLX = AP) Xp 1 XP Xk 
斩 别 在 零 始 值 条 件 下 ， 即 在 X%。 一 x 一 … 一 xX:-1= 二 0 条 件 下， 有 
FXO T= 
对 (6-49) 式 进行 控 合 拉 斯 变换 ， 则 得 形 如 


(hp +b pl 二) En) = FP) (6-51) 
多 运算 方程 ， 在 零 始 值 条 性 下 ， 则 得 
Cop" op tnaAp) = PP(P), (6-62) 
解 上 述 运 算 方 程 ， 则 得 
加 ED) 
(Pp) 一 Bp bp ”it Fb? {0—03) 
或 
X(p)= FCp) (6-54》 


opr ap™ lo 
手 是 ， 利 用 拉 普 拉 斯 着 变换 公式 或 展开 定理 ， 我 们 就 能 求 得 在 始 值 条 
件 (6-507 下 方程 466-49)? 的 解 x(1)， 久 XX({1} 二 XX(D)。 

我 们 来 看 几 个 用 这 种 方法 解 方 程 的 例子 。 

例 6-10 求 下 询 方 程 的 解 ， 

(1》 x* -3x 十 3x’ 十 x 二 1， 初 值 条 件 全 为 堆 ) 

《232Y 二 wx 二 a 一 4(E 一 by}]， 初 值 条 性 全 为 零 ; 

{3) xX* 4+2x :tltaox=0, X(t0)=x0, x (0) 一 Xio 

解 (1) x*" 十 3x" 十 3x 十 %= 一 1， 在 全 为 0 的 始 值 条 件 下 ， 其 运算 
方程 是 


《p+1)?X(p) = 二 


其 解 是 
“306。 


1 1_1 1 


1 1 _ceY 
rp Ea Chiiy* (55 


太 (D) 一 


p PH pil 
利用 近 普 控 斯 变 措 表 上 的 公式 (1) 和 (11) 求 出 其 原 函 数 淘 


二 
“0) 10!—te -Se 6b—5EY 


(2) x* ix=a[n(t) 一 n(t 一 b)j， 在 爹 为 零 的 疹 什 条 余下 ， 科 县 
延迟 定理 求 得 其 运算 方程 ， 其 解 是 


Xp = le 
(p) plp*+o*) 
利用 第 二 展开 定理 ， 得 
a9 cospt2asin: ®t 
< 于 = 总 ma OSD — Sin po 
根据 延迟 定理 ， 得 
-1 0 T2000 Wi, per 
[es =zsin 2 Het), 
于 是 求 出 
X(t) = sin’ PCH tb)], (6-57 


(3) xz 十 2x2 十 (1 十 )x 一 0， 在 一 般 始 值 条 件 x(0) = 二 X00, x 0) 二 
x, 下 ， 鞭 运算 方程 是 
Cipla Cp =X(D+2) + Xs 


它 的 解 是 
其 (四 Ptextx Pil 2 
(P) { 卫 十 王 )2 十 全 人 {pt+1) to + 如 《下 十 二 3 十 加 2 
利用 拉 普 拉 斯 变换 表 上 的 公式 (9 和 {10)， 即 得 所 求 的 解 是 
区 《让 = (xieasct 十 .sinat )e, C6—583) 


完全 类 位 地 ， 可 以 应 用 运算 法 解 具有 常 系数 的 线性 微分 方程 组 。 
例 6-11 解 方 程 组 ; 

CZK CO 

《2X7 十 % 十 7X 一 (3 一 名 十 539 一 站 


" 30F = 


间 其 满足 始 值 条 件 ， 
xf(90 一 X 0) 一 1， 00)=Y00) =0, 
解 ”其 运算 方程 组 汶 
《2P 一 了 十 9 下 一 《2 十 中 3 一 2p 十 1， 
(2P° PHIIX— (pi— p+5)Y =2p++3, 
到 这 两 个 方程 的 和 与 郑 ， 有 


XY= 下 XiYo-_ 1 
2 2 XtY= i 
于 是 得 出 
1 1 2 5 2 1 
避 二 
3p i 3 Did p td 
Y—2.1 .2 7 .2 1 


3p—1 3 3 p+4° 
利用 拉 普 拉 斯 变换 才 中 的 公式 (4)， (5) 和 (6), 即 得 解 为 


XH) 二 二 (et 二 2c0s21 十 Sin2ty 


y(t) = (2et— 20082t — 2sin21), 


二 


2.2 解 眉 微分 方程 


运算 法 可 顺利 地 应 用 于 求解 数学 物理 方程 中 的 所 请 不 稳定 问题 ， 
也 即 亡 谓 朋 态 问题 。 为 简单 计 ， 我 们 将 只 讨论 一 维 的 不 稳定 问题 ， 我 
科 所 求 的 函数 是 依赖 于 两 个 自 变 量 x 和 t+ 的 ， 其 中 日 变 晤 x 天 示 实 
轴 上 的 举 标 ，t 表示 时 间 。 此 外 ， 我 们 假定 偏 微分 方程 具有 下 述 形 
式 : 


Ou Om du 
5 tb +cuta gt tb gr 
其 中 ， oa, b,c, 9) 以 及 日 部 是 维 定 区 间 0 志 x 志 LL 上 * 的 连续 畏 数 。 
我 们 将 假定 9 这 0， 且 考虑 十 列 两 种 基本 情形 ， 

(1 et<0， 即 双 曲 型 的 情形 


人 DR 


LOW 一 0 一 0， 《6-59》 


(2) 0 一 0，b<0， 部 搜 物 型 的 情形 。 
在 上 述 情形 下 ， 不 稳定 问题 就 是 ， 对 于 0 所 x 过 工 与 420， 求 出 
偏 微 分 方程 66-59) 的 解 芭 2 t， 它 满足 给 定 的 始 值 条 件 : 


gx 0) 一 单 (2)，。 CR:0) yx) (6-60) 
《第 二 个 条件 只 在 双 曲 理 的 情形 时 才 给 出 ) ， 与 边界 值 条 件 ， 
uC0,1) =f(1), 


cut fy ee ty —yutL,t), C86-61) 


TB 


其 中 a, 8 和 ? 都 是 常数 。 
我 们 假定 ，z -5 及 及 视 为 + 的 函数 都 是 原 函 数 ， 并 且 用 


DX: 
U(p, x) 一 | xx， Te 一 BEE 
表示 函数 如 的 变 像 ， 由 我 们 的 假定 ， 这 时 
2| |- ”Ou e-ridt=.<0 


OX 1 从 基 dx 
Ou Ou -pt dU 
2|g|= 上 Bx "d= dx: * 


《DU 对 于 x 的 求 导数 我 们 用 记号 d 表示 ， 而 不 用 9， 因为 在 后 面 P 将 
总 是 作为 参数 ) 。 和 根据 原 沙 数 的 微分 法 则 ， 有 


zs[ | -ue,0, 


: Ou(x, 0) 
2| 54|= PU—uUX, OP gs 


或 ， 考 虚 到 始 慎 条 人 忻 (6-80}， 有 
{|= PU— p(x), 


2| |= 70 pp- 


我 们 还 假定 ，1(t) 是 原画 数 ， 且 FCP) = 名 [ftt)]。 于 是 边 值 条 件 
" 200 * 


Up,0=F(lp), a 


-2 4BEPU CP, L) — pCL)I=YU (Cp, Ly) 


因此 ， 运 算法 将 前 面 给 唱 的 仿 微 分 方程 (6-59) 的 不 区 定 问 题 的 
求解 归结 兆 ， 在 边 值 条 件 
U| :-o 一 下 (p)。 | 六 Se 十 (sp-D5-pp| 一 0 {6-062} 


下 求解 常 向 分 方程 
odaU 
QT 十 b+ AU+B= 0。 (6-63》 
其 中 
A=etap tbhp, 
B= —afp tb, 
县 了 是 个 复 参 数 。 
设 细 长 的 杆子 上 的 温 放 utz, 切 满 足 方 格 
OU 2 Cu 
有 (6-64) 


其 中 0 荐 常数 ,考虑 在 一 端 为 有 限 的 杆子 (0< 二 Xx 之 cc)} 上 的 温度 分 布 。 
如 果 已 知 它 左 端 的 温度 的 变化 误 律 。 而 且 杆 子 原 始 温度 等 于 0， 即 


下 tu 一 0 下 |:- 一半 《6 一 -657 
那么 利用 拉 善 拉 斯 变换 ， 可 得 出 一 个 具 耕 复 数 吕 的 党 微分 方程 
了 一 中富 ， (6-66) 
该 方程 必须 要 在 边 值 条 御 
U -一 二 {6—67) 


下 求解 。(6-66) 式 药 通 解 是 

U—ce- > 十 写 ; ev 
在 还 ， ci 二 0, 否则 ， 当 x->c 时 避 将 无 最 制 地 增 灰 。 因 汇 ， 在 边 和 并 
条 者 《6-67) 下 ， 有 


1 


U 一 1 -tx 
B 


利用 拉 普 拉 斯 变换 者 中 的 公 式 (6-66)， 即 得 的 原 削 数 为 


(一 ET 2 )= 1 pe, dr。 {6-68) 
习 是 
1。 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 
dr x 2 
(1) rr 2 
‘2 3 dX 和 12 区 = 2sin?F, 
di 
{3 5 dx + X= SN — Cosnfs 
dil? 
oy Hx x dt t 
(4 + Sn 1 -+ (Ft 1) et 
cy Qi Gx - 
(sy di 2 dT fo 
2z。 求 签 分 方程 
Ctx _ 
Er 
满足 初 值 条 御 ;: 
TIDY =2, X01 X= 2 X07)=1 
的 解 。 
3。 试 求 砍 拉 方 得 
1 2 GY A _» 
2¢ aa + or 二 tre. df 和 下 
的 全 部 解 。 
4。 求 微分 方程 
[a 4 
Er 十 出 二 2 
潇 足 初 值 条 件 


* 311。 


XO = CO = A = 0 =1 


的 解 。 

5， 求 解 下 剂 常 微分 方程 纽 : 
dx - dy xay, 

《了 入 2 和 十 4 a -2Ys 

(2) OX ry dy yet 省 10 = Ko EO) = 
dt ” df ”3: Ug LE 
dx _ - dy ry qz 

C37 村 di 二 光一 J 当 十 放 ， +-2 
dr dy. dy + dz . dz = 

Ora St dr de ?ts r+ a 和 ty 
dx diy dx dy 

(5 3 i 十 一- 3 二 让 二 3y 二 个， 2 dlr 十 区 十 39=0。 


686。 求 下 列 蓄 振动 问题 的 解 ， 
Hit = ss 
HT = 人 0 Wti,0) = 0, 
Wid, =0, in wat t) =0。 


7。 求 下 列 杆 振动 问题 的 解 ， 
为 常数 ， 
HEX 0 = 0 witt, 0} = 0, 
CAR 

BB。 总 下 列 热 传导 向 题 的 解 : 

二 00， 此 , 睛 均 汶 第 数 ， 
ft, 0 三 站， 
玉生 = Wg，#o 沟 常 数 ， 


lism # (CX, FY = 人 0, 
这 一 oa 


$3 在 流体 传输 线 中 的 应 用 


3.1 流体 传输 的 基本 方程 


在 流体 动力 控制 系统 中 ， 常 用 流体 管道 来 传输 各 种 信号 与 动力 。 
信号 的 传输 大 多 数 作 为 扰动 波 作 用 于 管道 的 一 端 ， 经 过 一 定 的 延迟 与 


= 号] 人 * 


波形 畸变 以 及 波 前 区 弥散 以 后 ， 在 另 一 端 被 接收 。 
假定 传输 管道 的 管 织 是 刚性 的 《如 图 6,11 所 示 ) ,温度 变化 很 


图 ,11 


小 ， 以 致使 得 粘性 系数 上 可 认为 是 常数 ， 并 且 恨 定 流动 是 轴 对 称 的 层 
流 ， 即 轩 诺 数 Re 二 2000。 如 图 6,11 所 示 ， 取 xx 得 沿 管 办 方向 。 者 假 
设 pCX, 认 ，4(X%,1) 分 别 表示 当时 间 为 1 时 在 管道 的 点 * 处 前 压力 函 半 
种 体积 流量 ,出 在 线性 化 的 很 设 下 ,了 CX, 人 ft) 与 4(%, 了) 满足 下 列 方程 ， 


dp Oa R _ 
0g __r oop. _ 
dx Ot Cp. (6-70) 


其 中 ， 工 ，R，C 和 G 分 别 表示 单位 长 度 管道 的 流感 、 流 衣 、 流 容 和 
流 油 ， 并 且 


TA’ PAGTP® 
这 里 ，4A4(x) 表 示 管 道 在 点 x 处 的 截面 积 ，2& 表示 声速 ，P 表示 密度 。 
证 儿 [p(x,t)] 二 p(s,X), ig(x, 1 一 Qts, x*)， 邯 


Prs, *) -| px. te :idt, 


z Qs, x) = {a Perdt. 
分 别称 了 (s, x) 利 人 QCs, xX) 为 频 域 SS 上 的 压力 装 数 和 流量 函数 。 
慨 设 我 们 所 讨论 的 管道 是 等 长 硬 的 圆 管 , 则 方 神 组 (6-69》 和 (6= 
70) 中 的 工 ，R，C 和 和 吕 都 是 常数 。 于 是 对 方程 (6-69) 和 (6-70) 的 两 
端 都 取 控 普 拉 斯 变换 ， 在 全 为 零 鸡 始 杆 条件 , 即 在 pz 6 一 0.9462 0) 


= S13. 


一 0 的 条 件 下 ， 我 们 得 到 


oF LS 

se (LS+R)Q, (6-72) 
00 _ 

5 一 一 (CS+G)P。 《6-73》 


方程 (6-72) 及 (6-73}) 称 汶 伟 办 方程 。 从 方程 组 (6-72) 和 (〈6-73) 洪 去 
遂 数 名 ， 刚 得 


业 
SPs: 一 [fs PCS, %) = (6-74) 
其 中 
Ms) = (Ls+ RC TOY 《有 -7 了 753 
称 为 做 邦 园子。 方程 (6-747 的 通 解 为 
Pis,X) =Ae ?二 站 ,B47 (6-—76) 
将 (6-76) 式 代入 (6-72) 式 ， 则 得 
Qs, %) = -F(A ~ Ase!*), (6-77) 
和 
其 中 
pA 
CS 十 好 
称 为 管道 喝 特 性 阻 统 。 
利用 关系 式 
Snz 一 人 chz= -te ， 
2 2 
我 们 将 方程 (6-767 利 KG6-77) 改 写成 
已 fs X》 一刀 ,5DXf3)X rt BchnM (sy, 《6 一 78y》 
1 . - - 
Qs, 2 一 Zs) (Beshhs)x TT Bohhes)}%}o 《6 一 79》 


公式 (6-76) 表 明 , 在 管道 任何 点 x 处 的 压力 是 下 于 前 进 波 Ase 
和 反射 波 ,e+* 作用 的 结果 。 前 者 的 强度 洪 管 道 而 前 弱 ， 后 者 的 强度 
则 随 着 远离 始 端 而 增加 。 如 果 在 任何 两 点 的 边界 条 件 是 已 知 的 话 , 则 常 


+ 1 


数 4 和 4: 束 能 被 确定 。 
关于 边界 条 件 的 提 法 ， 则 由 于 方程 (6-76} 和 (6-77) 或 (6-78) 和 
《6-79) 中 包含 两 个 特定 常数 ， 因 此 需要 两 个 边界 条 件 。 
第 一 种 提 法 是 ， 利 用 始 阁 (x=0) 的 边界 条 件 ; 
Pls,0)=Pts), Qs, 0)=0(s)o (6-80) 
由 方程 (6-76) 和 (6-77}， 则 有 


P(ts) = + 及 ,, Qi(s) =- 元 (4 一 4)。 


解 之 ， 则 得 
Ps,x) =—3[(Pot QoZc)e 1 二 (Po 一 Zc9ueir]， (6-81) 


Qs, 0) = [Pt O20 (Ps— Ze)e'"], (6-82) 
或 者 ， 出 方程 (6-78) 和 (6~79)。， 则 得 
P(s,X)}=Pchhx— Lot Shhx, (6-83) 
Qs, x) = -元 -(ZcQuehhx 一 Pushhx)。 《6-84》 
响 


第 二 种 提 法 是 ， 逢 用 始 端 和 终 问 的 边界 素 件 。 
PKs, 0) 一 Ps) 一 2 人 (3 0)， Pls,D=Z005,D), (6-85) 
其 中 ，Z 与 21 分 别 表 示 始 端 (x=0) 的 输入 胃 抗 与 终端 (= 力 的 负载 
阴 抗 。 
对 方程 组 (6-76) 舟 (6-77) 永 月 上 述 边 界 条 件 ， 则 得 


Ai+ As=Pls) —2.Q6s, 0 一 Po() 一 -到 (4 hy), 


4ie- + Ae ZiQ(s, 1D) Fr (Ae i—Ase'), 
Ce 


解 之 ， 则 得 


PG) (6_886) 


4 一 
2 a 
(1 Ze ) (1~ odie 》， 


5 4 


4 一-RGDge 6-87) 
+ 天) (1 一 gprer22D 


其 外 
0, = te ， 一 Li— Ze 
Z, + Zc Fi Ze 
分 别称 为 始 奖 反射 系数 与 终 准 反射 系数 。 
将 4, 和 4: 的 表达 式 代 入 方程 (6-76)7 和 (8-77)， 最 后 得 到 


三 5S) .eT A -Fe i) Aesy 


(6-88} 


Pir, x) 加 1 五- Oe C689) 
2 . 
一 商人 和 a | 
Qes, 地 一 到 re 所 i (6-00> 
3.2 ”理想 流体 管 路 的 瞬 态 传输 特 任 
在 理想 流体 的 情形 下 ，R=0，G=0， 此 时 
MS)=s LC ==, 
/i a 
zc(D)=V 工 a? 
下 面 我 们 分 别 对 几 种 不 同情 形 进行 讨论 。 
~、 无 绥 长 管 路 
在 此 情形 下 ，! 一 ce。 由 (6-89) 式 和 (6-907) 式 得 
Pls, x) 一 一 as ear75 {6-01) 
1 + ， 
一 一 PCs) sx 一 
Qs, %) = ZF ~ , (6-92) 
和 若 了 《0， t= = Dos 册 PP， CS) 一 全 。 因而 
P(5 和 一 一 pz ， Te-sxvzt 《6-93a》 
1 » 
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Qs, xX) 二 -_P 站 1 本 


PA i , (6—935) 
于 是 ， 利 用 延迟 定理 ， 即 得 所 要 求 的 压力 函数 与 体积 流量 为 
pix, 1) 一 mm Nt—xv LO)y, (6-940) 
1 二- 
PA 
Py 四 
人 区) 一 Zi x LC Yo “5-945) 


它们 的 姐 态 波形 如 图 6,12 所 示 。 


{9 朋 态 压力 波形 


qt 区， 


{ 疙 朋 术 访 量 波形 
图 6.12 
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一 、 若 乙 =Zc 
此 时 一 0， 即 终端 天 反射。 由 方程 人 6- 89) 和 (6- 90)， 则 得 


Ps x) = ES) esxvie (6-95) 
14 2 4 
Ze 
Pts) oe-srvid _ 
Ws, X= A ， {6—96) 


这 吉明 ， 当 = Zc 时 ， 其 管 略 的 朋 态 传输 特性 与 无 限 长 管 路 的 传输 
特性 一 样 。 ” 
三 、 车 名 = 二 2c， 租 Zi 才 2Ze 
此 时 而 = 二 0《 即 始 端 无 反射 )，51 隐 0。 则 由 (6-89) 式 .6-90) 式 得 
其 传输 方程 为 
P(ox) 一 一 7 (©- VI 十 est-r Ie), (86-97) 


D 
1 +z. 


Qts, x) 2 (esxv TC Oeste (6-98) 


在 始 端 输入 强度 为 P 的 阶 也 压力 下 ， 即 在 Pols) 一 时 ， 利 用 下 
退 定理 ， 则 得 


px,t) = Fz- {Mt—x, LC ?十 SiTG 一 (2 一 x)JAA LC ))}, 
到 
CB-093 
dx, 1) = 去 Pe {Ht x LO )—Omt— (2 — Xx) LC 7 


(6-100) 
由 上 述 压 力 通 数 与 流量 函数 的 表达 式 可 绍 ， 它 们 在 终端 只 有 一 次 反 
射 ， 其 让 形 吉 国 13(6: 守 0) 和 图 6.14(6 <0) 所 示 。 
、 若 2 一 R, 交 Ze，Z1 一 Ri 了 Ze 
此 尘 为 弘 流 轩 情况 ， 旦 总 天 0。 外 共 0。 则 由 方程 (6-89) 式 和 6- 
90) 式 得 传输 方程 为 
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全 人 


(压力 波形 凤 流 量 淡 形 
围 6.13 
plr.!) 
qt 7,{) 
了 
| 
| i 
! 『 
t 
OAC VC + OWEGWre 1 
(5b) 流量 波形 
{ oo 正 力 波形 
钙 6,14 
， F (8) -er iE Oe svLE 
Pls x = os) © oR p_i01 
9 1 了 2 _ 1—d0e vrc ? (6-101) 
2 
Paks) ee _ 
Qts, x} Zo 1—0 06-2 LC .| CB 1027 
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于 是 ， 利 用 展开 式 


一 1 如 二 1 人 < 
出 (6-101) 式 与 (6-102) 式 便 得 ， 


P 2 - 
Pt{s, xz) 一 -etS] — SI ordr Germ :+er’), (6-103) 


: Qs, x) = 元 全 oldI (ears de "ss, 《6-104) 
其 中 z 

zai—= (2 +N LC ， Toa [L(2n+ DI~XIV LC 
若 5(0,7)=Po， 色 Pots) 一 -二 ， 列 由 延迟 定理 ， 以 得 


POX, 12 = pt od! {tt — Ton-i) dt Tm) }, : 


1+ 地 
C 
(6-105) 
0) = SN fan) Ot Tin)}o 


(6-106) 
这 就 是 我 们 所 求 的 髓 态 压 力 与 钥 坊 流量 的 表达 式 。 : 
利用 拉 普 拉 斯 变换 的 终 值 定理 ， 由 传输 方程 (6-101) 与 (6-102)， 


有 
__1f’ _ Pn a 1 二 5 一 Pei 一 
ptX, co 一 2 1 过 “60 R, FR ;8B—107) 
. Ze - 
Po 曙 1 一 … 
Q(X, 00) 元 下 2 To RLR* (6-108) 
五 、 终 羡 与 一 体积 为 的 脸 室 相连 接 的 管 路 
此 时 
Zi 一 i， G1=1 一 一 一 一 ， (6~109) 
' s 十 ; 


其 由 ，C 表示 腔 室 的 流 容 。 
总 人 有。 


震 2 一 Zr， BH6,=0, 这 说 明史 有 一 次 反射 。 在 下 假 定 下 ， 虞 
《6-~101) 式 与 (6-102) 式 。 我 们 奇 


oD C6-110) 
EY 
} 


x. 


» 32， 


洛 Pu(s) 一 一 和， 和 用 彼 迟 定 班 和 和 Le 一 证 x? 出 (6- 110) 式 和 


(6-111) 式 ， 我 们 有 
plX,1) = {nt xv LC y+ (1— 2e- "txIvIC Cy 


XN ZA LC )}, C8-112) 
gtx, 1) -地 -t VX 工人 ) 一 (1 一 PetroOwEED7coze 3 


XH CI— xXx) LC )}o C6—113) 

利用 终 值 定 理 ， 我 们 有 
PlX, °°) =lim Sp(S, XY) = poy C6-114) 
q(x, cc) =lim ss, Xx) =—0. 《6-1157) 


由 (5-112) 一 (6-115) 式 , 我 们 倒 得 到 压力 与 流量 的 租 态 波形 , 如 疾 6,15 
所 未 。 , 
3,3 ”粘性 流 栖 的 沉 负 载 粳 管 的 传输 特性 


在 这 节 里 ， 我 们 讨论 输出 器 有 和 烙 姓 损失 且 巧 淫 开 的 得 管 的 传输 特 


性 。 
设 短 管 长 为 I， 在 其 x=i 端的 信号 输入 是 阶 妖 输入 ， 其 边界 条 件 
汶 ; 
DPK Tt 一 个， 了 1 一 Po， 
划 P(s, xX) 的 边界 条 件 沪 ， 
Ps,0)=0, Pt(s, 1) = =P(s), 


则 将 公式 (6-78) 代 入 边界 条 件 ， 有 


Ps 
0, B= i 


于 是 ， 牛人 (86-1) 与 (6-79) 册 入 
-2 
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oa- 2 se 


加 黑 输 入 类 率 较 低 ， 即 可 认为 LL=0， 人 ==0， 出 
A(s)— /RCS = RC es, zc=y A 。 (6-118} 


(8-117> 


令 a=1vV RC ,b= 一 x RC ， 则 得 


Pp _D,, shh ss _110y 
(C3, XY sshd/ (6—119)» 
pf chhvs_ 6-120) 
” ”利用 拉 普 拉 斯 变换 的 道 变换 公式 ， 册 得 
一 名 二 Show Z a _ 
pix, t) B71 Jai Zohar 7 Z， (6-121> 
i CC epwz yg _ 
st =— Hr ry Re (6-122) 


因此 ， 所 讨论 的 间 题 最 终归 于 计算 公式 (6-121) 与 (6-122) 中 右 问 
的 积分 。 我 们 以 公式 (6-122) 为 癸 用 第 二 江 开 定理 计算 之。 为 此， 萌 
对 我 们 要 证 明 (6-1227 中 各 分 导 下 的 被 积 通 数 包 (27 满足 第 二 展开 定理 


中 的 三 个 条 件 。 
证 
Wz) 7 ha AZ 一 上 十 讨 。 
上 由于、 zsha/ zy 一 一 ie2siniesy， 易 知 ， zy 一 (n=0, 1, 


2 “是 (的 分 母 的 一 级 零点 ， 因而 ， zn 是 名 (的 一 阶 极 点 ， 大 
Q(z) 是 全 平面 上 的 半 纯 函 煞 ， 它 在 右 妾 平面 Rez>>0 岗 是 解析 的 。 可 
克 ， 它 满足 第 二 展开 定理 中 攀 条 人 性 4)。 


关于 条 件 (2)， 由 于 sh 一 二 (er 一 er，ch6 一 十 (ec 十 5)， 利 
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由 三 角 不 等 式 ， Sev z #0, 且 <>1， 则 得 


Ce [te < Tte ‘oF 
| Shao 2 | ee 1— 


于 是 ， 在 任意 半 平 面 Rex=a>0 上 ， 当 izj 一 只 时 ， 团 数 tz2) 基干 
afgz 是 一 致 地 收 仑 于 替 ， 斌 见 ， 昌 (2} 满足 第 二 展开 定理 中 的 茶 和 件 
《2)。 
关于 条 件 (3》， 击 不 等 式 (6-123), 当 £=Rew DT 时， 有 
JO) | < ea- 
~ | 三 | 
其 中 ，J 是 某 一 常数 ，a 一 8 一 (一 妇 ww RC >0。 于 是 
人， ecz?az [= 人 ede+ticylac 


{6~123) 


<m, | edo 
/AR 


所 


1 | ‘ebyvr Ga。 《6-124) 
8 


这 是 困 为 
ERe/ 7 = HN >wW5。 


显然 ，(6-124) 式 中 的 积分 小 于 
2 


| e- (aHvrdo | -一 ce， 
nr 他 让 a—b 


故 积分 |“，Q(z)dz 绝对 收敛 。 可 见 ，@(z) 满 足 第 二 展开 定理 中 的 条 
件 (3)。 
根据 第 二 展开 定理 ， 刚 


ivz 有 8jDjgwA 


由 于 iv zn 一 1 2;…) 都 是 Q(z) 的 一 阶 般 点， 根据 留 数 计算 方 
者 3 和 二 


R ericos ib AZ nr? 
必 仿 | Zn < 一 一 至 
—i A Zsinais/ > 和 


{一 1)* 2 -a cos Te 
三 1 


=(—1)" (cos exp( Re 1t ). 


注意 到 lim “=1， 则 在 z,=0 的 留 数 为 


Res eztcos iba/ 2 )=limz.( 一 ezteos iba/ ) 
一 T zsiniav zd/ :ot i zsiniaoy 2 
一 工 
a [= 

于 是 ， 由 公式 (6-125)， 我 们 获得 
2 HAX _ nt 
如 (xy “Vale 1 入 一 (cos exp( RCI )} 


x exp( — A )} (6-126) 


区 cos 王 


同 理 ， 利 用 第 二 展开 定理 ， 我 们 不 难 获 得 


pepD=p{ 才 +3 写 (Do 人 一 Min ST) wn )}. 
(6-127) 
由 公式 (6-126)， 在 *==t 的 始 端 ， 有 
lim qt 1) =—lim 下"{1+2 沁 exp(— 在 生 让 = 名 
而 在 另 一 端 * 一 0 人 处， 流量 9(0, 四 为 
xp(— RO) ~ ep( ~ Reh) + exe( —REt) 


-|} 《6-128) 
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Pre 
dt0, tt) 一 RI 


注意 ， 在 这 一 记 的 推导 中 ， 我 们 认为 ， 当 流动 方 加 与 正 实 轴 方 回 
相间 了 时， 流量 是 正 的 ! 反之 ， 则 流量 是 仙 的 。 所 以 ， 在 (6-126) 臣 与 
《6-128) 式 中 ， 册 于 其 右 端 有 信号 ， 风 说明 此 时 流体 的 流动 方 负 是 北 
实 轴 方 疝 。 


3.4 流体 管 系 的 置 有 频率 


我 们 知道 ， 对 于 确定 的 管 系 。 就 有 确定 的 回 存 频率 与 之 对 应 。 当 
外 办 激励 频率 与 管 系 的 固有 频率 一 致 时 ， 管 系 内 的 流体 就 会 发 生 共 
振 ， 这 时 管内 流体 的 脉动 会 大 大 如 剧 。 因 此 ， 为 了 利用 共振 或 如 货 共 
据 ， 就 需要 知道 管 系 的 固有 频 窜 。 

下 面 我 们 将 介绍 流体 阻抗 法 , 它 是 确定 管 系 因 有 闫 素 的 有 有 效 工 具 p 

在 管 路 传输 理论 中 ， 我 们 定义 在 点 x 的 流体 阻抗 Z(s,*) 为 驴 涉 
压力 Pls, x) 与 脉动 流量 05,X*) 之 比 ， 踊 


Pris, XXX 加 
特别 地 
_ Ps) pil) _ 


其 中 Pi(s)= 二 Pts,，Q1(s) 一 Q(ts,1)。 利 用 方程 (6-83) 和 (6-84)， 我 
们 获得 Z(s,x) 用 始 端 阻抗 Z, 表示 的 表达 式 


ZehA(s)x— Loshh(s)x ,7 -- 
—Zshi(s)yx Zechh(s)x “， “6-15D) 


ZS NY = 


且 不 蕉 获得 Z(s,x%) 用 终端 月 抗 2 表示 的 表达 式 
2 ChACs}yet— Xx) Zorshhs) AT 一 其 
A TA chh(sy (I— xy 


Zs, X) — *Zro (6-132) 


于 是 ， 我们 有 
PrChasIl— Ze ShACSH 


rt “Lo, 《46 133) 


_ ZrehMo)l+ Zr sh sy _ 
局 0 一 PCS TY Ze C6 134) 


值得 注意 的 ， 在 第 二 种 边界 茶 件 下 ， 肝 在 边界 条 人 性 (6-85) 下 ， 关 
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系 式 {6-133) 和 (6-134) 仍 然 成 立 。 

在 理想 流体 的 情形 下 ， 如 前 所 述 ，X(s)= 坟 ,Zc 二 如 ， 其 中 4 是 
声速 ， 4 是 答 道 的 截面 积 。 而 且 ， 我 们 知道 ， 加 有 频率 1=0/27,@ 是 
管 系 的 和 频率 。 因 此 ， 我 们 只 要 求 出 管 系 的 市 频率 就 行 了 。 为 此 ， 
令 s 二 wm， 将 它 代 入 关系 式 (6-133) 和 (6-134)， 并 注意 到 关系 式 


chiz=cosz, shiz ~—isinz, 


即 得 @ 所 需 浦 足 的 方程 


或 省 
ZI 十 iZcs :el 4) 


本 二 Eee z .Ze。 6-136) 


解 此 方程 就 能 求 得 角 频 率 2, 从 而 求 得 固有 频率 。 

下 闸 ， 我 们 讨论 几 种 常见 管 条 的 固有 频率 。 

一 、 均 匀 单 管 的 固有 频率 

1， 始 端 莉 开 、 终 端 上 其 有 一 个 容积 为 Y 的 腔 室 (如 图 6,16 所 示 )。 
此 时 


一 6.16 
1 a 
Zi=0, A 


+ 327 4 


将 这 条 件 代 入 (86-135) 式 ， 便 得 佣 类 率 名 所 应 满足 的 方程 沥 


wl ? 
ise: te( 和 )=¥By. 


注意 到 Zc，% 一 3+f， 即 得 固有 频率 了 所 应 满足 的 方程 为 


te( 2 )= 2 六 《6-137) 


或 


ctg( 一) = 了 (2 。 €6-1377) 


解 方程 (6-137) 就 能 求 得 固有 频率 了, 
车 管子 很 短 ， 财 工 很 小 ， 那 么 
2xiy 2nif 
te) 


将 它 代 入 方程 (6-1377， 便 得 
(0-138} 


此 部 海 姆 起 英 (Helmholtz) 谨 震 器 的 固有 频率 公式 。 若 管子 很 长 〈 即 ! 
较 长 》 而 腔 室 《 即 Y) 很 小 ， 此 时 


:和 VV 
Ei 


将 上 让 代入 方程 (6-137) 或 (6-137 仆 ,和 便 有 
解 之 即 得 

2 一 ={n— 二) 即 f= 2 (4), n=1, 2, (6-139) 
这 相当 于 管子 终端 完全 封闭 时 的 固 行 频率 。 

2。 滞 2, 二 05， Zi 下 时 ， 出 (6-135}) 式 便 得 


自信 卫生 于 


te 一) 0) 
| 


设 x 二 2 ， 5 一 一 了 ， 则 (6-140)? 就 成 为 
ix 一 ax, 《6-141) 


图 6.17 
设 方 程 (6-141) 的 解 为 x, 宇 0,n= 二 0,1,2,…。, 于 是 ， 则 得 
f4 二 -2 《了 一 站 1，2， 


二 、 羊 联 管 系 的 加 有 频率 
为 方便 起 见 ， 我 们 以 两 根 管 串联 为 例 讨 论 之 。 如 图 6.18 记 示 ， 
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， 设 Pi 站， 抽 (X, 四 与 P(X)，qs(%, 相 分 别 表 示 第 一、 第 二 要 

管道 的 朋 态 压力 与 朋 态 流量 。 我 们 假定 ， 在 任何 昨 局， 两 符 连 接 处 的 

压力 相等 ， 旦 沪 量 连续 ， 邵 
p=pO ,gl,t)=g(0,1), 

因而 Pi(s,D)=P,(8,0), Qs,1) = Qts, 0)。 

因此 Zs,1) = ts, 0), 

这 说 明 在 两 管 连 接 处 的 姐 抗 可 用 一 个 阻抗 值 来 表示 。 设 Z1, 2 与 Zs 分 

别 辟 示 第 一 根 管 的 始 端 阴 抗 、 连 接 处 的 诅 抗 与 第 二 祖 管 的 终端 附 抗 ， 

则 根据 公式 (6~136)， 对 第 一 、 二 根 管 ， 即 有 


cw 
人 TiZcrte( +) a 
or (Ze RR), C6-142) 
iZ "这 (=:) 吕 -，- 1 


Zt ize, te{ 一 ) 站 
Ze (Zo) (0-143) 
lizZs*tg (SS 二 Ze 3 


A : wm! 
Z: 一 一 iZcsetel 1 ) 


工 , 一 Xe, .. 
(各) 
即 
te )-te( 2 )= 2 o C6-144) 


解 之 即 得 Z; =0，Z, 二 co 时 管 系 的 国有 频率 。 
特别 当 4, 一 As 时 ， 得 


-0 
于 是 ， 即 得 te( 2 二 全) 一 c。 解 之 即 得 


六 3 


用 1 
1 FTF) "be 


这 就 是 始 端 敬 开 、 从 堪 寺 闻 的 长 为 (+ ) 的 均匀 音 管 的 固有 频 率 。 
2, 矿 马 一 0 2 一 Ws 此 时 ， 第 二 根 管 的 终端 其 有 一 个 体 税 
沪 Y 前 腔 室 。 将 它 们 代入 方 各 (6-142) 和 (8-143)， 便 得 


J +iZ ,1t8 
人 
于 是 即 得 此 种 管 系 之 固有 频率 方程 汶 


te( 人 TR 
1— ,Oy of ol N -tg( Cr 


特别 当 F->0 时 ， 记名 (6-145) 误 退化 成 (6_144) 当 V 王 00 时 ， 方程 
《6-145) 温 北 成 


2 


6G-1451 


Te 2E 
中 加 二- 人 (6—146) 


这 就 是 2, 一 0 与 Z3=0 时 管 系 的 固有 频率 方程 。 


下 题 


1.。 试 求 始 端 内 统 为 了 2，= Zo， 上 匡 比 并 了 胆 抗 和 4 河 


1 
Zi1 -ts 


的 理想 这 体 竺 路 的 县 坊 诬 力 思 (x, 详 与 流量 9 (4 六 的 表达 式 与 说 形 。 
2。 试 或 利用 终端 边界 条 件 
让 (有 = 关上 = 人 (的 


时 的 传输 方程 。 
“。 331 。 


3。 试 求 G = 0，2 = oo 的 粘 往 流体 管 路 的 朋 态 压力 问 ( 如 轨 与 流量 gz 区 的 
表达 式 。 
4。 试 求 分 义 管 系 的 加 有 频 于 方程。 
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第 七 这 2Z- 变换 及 其 应 用 


如 在 上 一 章 中 所 讨论 的 、 我 们 讨论 过 的 信号 ， 周 期 信和 号 或 韭 周期 
信号 ， 除 了 个 别 的 不 连续 点 外 ， 一 般 都 是 时 间 的 连续 函数 ， 如 图 7。1 
(a) 启示， 这 类 信号 称 为 连续 信号 。 过 续 信 号 作用 于 线性 系统 时 ， 其 
距 应 也是 连续 信和 号， 这 种 线性 系统 称 为 连续 系统 。 在 研究 连续 系统 的 
激励 与 响应 的 关系 以 及 分析 系统 的 特性 时 可 采用 拉 普 拉 斯 变换 法 。 

随 着 电子 计算 机 及 各 种 数字 技术 的 不 断 发 展 ， 常 常 将 信号 按 一 定 
时 间 采 样 后 再 进行 传送 或 处 理 ， 如 图 7.1(b) 记 未 ， 每 隔 时 间 T 取 函 
数 了 1) 的 一 个 值 。T 称 为 采样 周期 ,这样 的 函数 只 在 周期 点 xT(n 一 0， 
1,2,…) 处 才 有 值 ， 记 为 *(1), 这 类 信和 号称 为 离散 信号 。 离 散 信号 作 
用 于 线 福 系统 时 ， 这 种 线性 系统 称 为 离散 系统 ， 在 研究 离散 系统 的 激 
声 与 响应 的 关系 以 及 分 析 系 统 的 特性 时 常 果 用 乙 变换 。 所 以 ,在 这 章 
中 ， 我 们 将 讨论 Z- 变 换 及 其 在 离散 系统 中 的 应 用 。 


ft) 


(9 (8) 
图 7.1 
由 于 采 笠 输出 信号 f*(!) 仅 在 采样 星 闻 0, T,2T, … 有 值 ， 其 中 工 
为 采样 周期 。 轩 此， 可 将 产 (六 看 作为 冲击 函数 , 则 冲击 函数 的 强度 等 
于 输入 信号 f(t) 在 采样 退 间 的 值 。 所 以 离散 信号 可 表示 为 
F=f drety, (7—1» 
其 中 ，6r(t) 是 周期 为 工 的 单位 冲击 序列 ， 即 
s S032 


如 及 一 D3 dt —nT), ‘7-2) 


fc -toert 的 关系 如 图 7 所 外 。 
由 以 上 两 式 ， 离 散 信 叶 本 表示 为 


六 (的 一 fnT)Ot nTt, 《7 一 3)》 
rt) | 


$ 1 7 交换 


1.1 各- 变换 式 
对 任何 连续 函数 了 (4), 假若 4<0 时 了 (i)=0, 则 由 (7-2) 式 ， 其 采 
样 函 数 为 
1*00) = DTY nT), (7-4) 
将 产 ( 昌 作 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 为 
EA 
— BinTeme, (7-5) 
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其 中 利用 到 多 [Ot 一 nT)]=e™*T7, 
.由 于 在 上 式 中 ， 复 频率 s 仅 在 指数 函数 中 出 现 ， 为 方便 计 ， 令 . 


z=eT?, (7-6) 
将 它 代 入 (7-5) 式 ， 册 变换 式 下 (人 ) 变 为 z 的 遂 数 ， 并 可 写 为 
F* (p= 忆 TaT)z-n。 (7-7) 
仿 
T= DfaT)an, z (7-8) 
称 它 为 了 (DD) 或 1CnT) 的 2- 变换， 记 为 地 [ft)] 或 之 [fnT)]。 
于 是 , 
F*(p) ~ (7), (7-9) 
Z[f(D)J=2 2), 或 人 EnT)I=T 2) (7-10) 
例 7-1 下 列 消 数 当 t<0 时 f(t) =0; 求 其 2Z- 变 换 式 。 
(1) f(t) =0(t—nT); 
(2) 了 f(t) =e“im(1), 0(t) 是 单位 务 数 ， 
(3) f(7) =n(1)s 
《4)》 Fit 一 ICt) 为 单位 妊 坡 函数 。 
解 . 
(1) 落 了) = 二 不 tf 一 nT), 则 由 空 1 一 PT)]=e "得 
全 [6(t RT) =z ", (7-11) 
特 员 地 ， 当 n=0 时 ， 即 1(f) 为 单位 冲击 函数 并 让 ) 时 ， 得 
ZL) = =1, 《7-12) 


(2) 着 f(t) 一 ”0(t), 由 于 7(t) 是 单位 陡 数 ， 则 由 公式 47-10)》 得 


gi a 1 
Z[er = Deen at (7-13) 
《3) 若 了 一 41), 则 得 
ZNt)]= Der = (7_14) 
和 下 2 一 于 


(4) 落 大 英 一 雪人 刚 由 公式 47-7) 得 
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裤 [1(t)] 一 王 nner ITz Te 
OT A PT ye 


所 以 


六 [和 二 (7—15) 


Tx 
(Zz—1)*" 


网 于 方程 (67-1) 包 售 了 两 个 通 数 的 乘积 ， 因 此 ， 为 了 获得 f*(t) 的 
起 普 拉 斯 变换 ， 可 以 利用 前 面 一 章 1.3 中 郊 原 郑 数 乘积 定理 。 
设 实 [ 捧 机 一 下 功 。 册 于 


多 [bcr(b] 一 史 | So -nT)| 一 5 etTp 


< 《7-16) 
根据 原 函 数 滋 积 定理 ， 则 得 
SI | (rsd, (7-17) 


其 中 ar>s 且 Rep>5Tosl 与 3 分别 是 1(t) 与 97(1) nn(t) 的 增长 指 
数 。 


1" 
| WE 1 
一 一 + ~ 的 极点 
Ee 1%、 
2 、 
A 
， | 
/ | AN 
! | 


"中 


~ 


7 薪 二 
1 
1 : 
x . 
—. 一 Pr 1 四 - PT | 
XX XXXL 
| : 
| 
| 
| 
_ 
四 一 ee 
村 : 
和 
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加 如 F(CD) 是 有 型 函数, 县 其 分 母 的 次 数 比 其 分 子 的 次 数 大 两 次 ， 
久 设 Ci 二 {9 区 :| 二 六 且 Re 9 六 9} 《如 图 7,3 所 未) ， 则 易 知 


， 1 
lim| a (DT erp- ET dd 一 0。 

设 直线 (一 ice,9+ice) 与 圆周 19] -= 六 的 交点 为 9 土 1 br, 又 设 fTz 为 直 

线 良 人 a 一 ibg,4 二 ipg)? 与 加 弧 Cr 所 组 成 的 闭 昌 线 ， 则 

F*(p)=PL I lims Lib, F(T ori 

-lim 之 g(r 和 有 a qo)}, | 

其 中 , gr 为 位 于 闭 有 曲线 荆 8 内 的 被 积 函 数 的 概 点 。 故 
F*(p)= — 2 Res( i -ms 9 {7—18) 


其 中 ，#q， 为 被 积 函 数 的 位 于 右 半 平面 Re g>a 内 的 所 有 极点 。 
积分 号 下 被 稻 函 数位 于 右 半 平面 上 的 极点 是 下 列 函 数 的 零点 : 
1 一 BT 人 一 个， C719) 


部 
q, 一 p 十 i i (n=0, +1, 士 2,…) (7—20) 


都 是 一 阶 极点 ， 且 被 积 函 数 在 点 9 二 4 的 留 数 为 


F(a Fiq} 
Res( Tots gr) 一 一 下 (7—21} 
故 
FE?(Pp) 一 元 3 (p+ a1). (7—22) 


六 此 下 一, 是 时 间 的 水 或 者 是 重复 频 素 ， 轩 此 ,我 们 获得 计 
算 F*(D) 的 另 一 计算 公式 ， 

F*(p) = DB F(P 十 inoy) 一 全 LE(P)]。 (7-23) 

方程 (7-23) 是 无 穷 级 数 形式 。 因 而 ， 脉 冲 的 输入 量 包含 有 高 频 成 


分 《分 量 》。 
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| 和 
| A x 的 极点 
i 点 bb 


图 7.4 圈 7.5 
为 了 恢复 频率 的 输入 值 , 则 如 图 7,4 所 示 , 重复 频率 @. 必 须 大 于 或 
等 于 输入 矶 的 敲 频 成 分 的 频率 之 两 信 ， 
D2 口 。 (7-24) 
同 理 ， 如 果 F(tp) 是 有 理 羡 数 , 屿 其 分 母 的 次 数 比 其 分 子 的 次 数 大 


两 次 ， 则 如 图 7.5 所 示 ， 有 
FrCp)— | EC) 


si 1—e TP nda 


2xTi1 


im | 
I 


Rm 2 和 1 J 
-Re 人 ) C7—-25} 
其 中 ，{tGn} 是 FCq) 的 所 有 极点 。 
如 果 F(D 一 -全 2 ; 则 F*Cp) 能 写成 


FPF*(p)= 之 Res 全 全 "Tr qn) (7-26) 


其 中 g 国 是 召 (4) 一 0 的 根 ， z=eTP, 
特别 了 地， 如 果 BC) 仅 有 有 单 很 ， 别 方程 (7-26) 能 光 示 成 ， 
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AACgn) 1 _ 
FPF*ep) 之 Br{o,) 1— era sz-1 5 《7 一 27》 


其 中 gi，… ,gw 是 B(9) 一 0 的 单 根 ， 而 


Ba ) 一 上 (7—28) 
如 了 一 四 
于 是 由 (7-26) 式 可 知 
FD) FI 仙人 9 


综 上 所 示 , 采样 西数 (2) 的 控 普 控 斯 变换 PP) 有 (7-9)、(7-23》 
和 《7-25) 或 (7-29) 这 三 各 宕 达 式 ， 其 中 公式 {7-9)、(7-23)、(7-25) 是 
分 别 用 1( 旭 或 OO F(Dp) 来 表 迷 的 。 


9 Fip)— F* 
例 7-2 设 Fip) 7 >， 来 《P)。 


解 FEzgp) 可 用 人 么 式 (67-271)? 求 求 得 。 这 里 
内 (9) 一 1 9) 一 允 G 十 0 49, ~=0,9:= —9, 


FCP) 让 一 z-1 a 1—e 2-! 如 AZ 一 re- oT 
一 4 
一 -eT (7-30) 


刁 


oz—1} (reer) 
% 1 也 让 
例 7-3 设 PF(P) 一 5 计 gy5 ;于 PF*(Cp), 


解 ” 各 所 公式 (7-25) 或 (7-26), 出 
1 


(nz GE 1 eTth-a 7 立 ! 一 -a), 


其 中 而 = 一 8 是 二 阶 极点 ， 据 留 数 计算 公式 ， 交 


F*(p)=Res 


Res(p Taji er ay q.=-a) 


Te-2ir™1 
= lim f(T oT- 人 ) (1 —2 le “72° 


* B99. 


#1my Te “Tz 
FE 《Pp) = (eoT 7 {7 317 


1.2 2 和 -变换 的 逆 变 换 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 讨论 三 变换 的 迹 变 换 。 这 里 主要 介绍 贸 数 广 
法 与 竹 级 数 方法 。 
一 、 留 数 方法 


如 前 所 述 ， 任 何 脉 冲 系 统 的 输出 值 画 数 ， 妈 采样 函数 后 (t) 的 拉 


普 拉 斯 变换 F*(p) 锋 于 1( 引 的 Zz- 变换 ， 即 
PHD = ZI)I= DnT)s", 2 一 er 
为 了 求 全 [HD] 的 道 侄 换 们 -2 即 为 了 求 序列 {f(tnT}}， 根 据 留 数 定 
多， 由 (7-8) 可 知 ， 帮 IT) 等 于 名 (2 在 无 穷 点 的 留 数 乘 凡 负 号 ， 即 
1D= ty TD sp, Fe 


1 -ady_- _ 
-fT) 二 dz=f (T)。 (7-32) 
其 中 工 , 是 包 傅 光 (z) 的 所 有 奇 点 的 闭 转 道 ， 但 不 包 合 无 穷 远 点 。 
一 般 地 ， 对 ftnT) (R= 0, 1, 2,""*), 我 们 有 
fnT) = stip, lz(z)dz。 《7-33) 


根据 留 数 定理 ， 则 得 
HT 一 了 Res( (2 28) (n=0,1,2,..), (7-34) 
二 二 


其 中 ， 藉 是 多 (zz 在 了 -内 的 所 有 奇 点 。 这 就 是 Z 变 换 的 道 变换 
公式 。 
例 7-4 设 
T(r iz” 
求 FT 7) 天 一 0， 了 2 C7?—35) 
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人 


解 显然 ，F (2) 的 极点 为 友 一 之 (k 一 0,152,…), 它 们 都 是 一 险 


设 点 ， 皇 
Kx 
“(于 ) 
Rest 人 富生 Ze} = 


mos Ri ° 
于 是 ， 册 公式 (7-34), 则 得 
a ETY — 0s 7_.36 
HnT) = D1) a (Fx) (n=0, 1, 2,..), (7-.36) 


例 7-5 设 


F(z) = 《7T-37) 


7 
《之 一 池 ) (多 一 站)2 “ 


求 nT),n=0,1,2,*o 
和 解 显然 ， 人 且 其 留 数 为 


yt 
Res( tz- tp —1)? ,让 一 《一 了 72 


2 一 [是 多 (2 的 二 阶 极点 ， 且 其 留 激 为 
2 _1dg EM 
Res( 二 - 玖 CT ,一 二 一 了 ) 


——— 


名 1 


ne 


1 
1i—Y {1—7)*" 
于 是 ， 巾 公式 (7-34), 风 得 


1 LE 1 oe 
OT I Cy 人 


二 、 稳 级 数 方法 
由 2- 变 摸 公式 
= 马 TnT)Z-* 


可 天， 如果 能 将 给 定 的 孙 数 多 (2) 展 开 成 x! 的 客 级 数 , 则 27" 项 1 系 
数 即 为 1(nT), 因此 可 以 直接 求 得 采样 耳 数 的 序列 值 。 
加 () 一 般 可 表示 成 两 个 多 项 式 之 比 的 形式 ， 姑 


三 一 证 上 


2 
2) pz" ber il 二 二 bz “ 


利用 长 除法 (用 分 母 多 项 式 去 陈 分 子 多 项 式 ) 。 便 可 得 到 替 级 数 的 展 
开 式 ， 由 级 数 的 系数 即 可 求 得 离散 函数 f*(f)。 
例 7-6 已 知 乡 (z) 一 -2 ， 求 其 省 变换 。 


(2 一 


解 ”已 知 
FP TT 
(z—1)° ?2 一 25 十 了 1—22 1+2 2° 
~ 应 用 长 除法 可 得 
FC) F(z)—T21t2 
. pe 


TN 
= 习 Car)z-n。 


1 故 


Tor ~ 7 
网 7.6 "0-2 | 
z = 了 (nT)It -nT), (7-39) 
站 (1) 的 图 形 如 图 7?.6 所 示 。 


1,3 乙 -~ 变 换 的 性 质 
”和 拉 普 拉 斯 变换 相 类 似 ， 2 变换 也 有 一 些 重 要 定理 ， 利用 这 些 定 
理 可 以 简化 求 函数 ftf) 的 Z- 变 换 的 运算 。 

《1) 线性 变换 定理 车 二 [克拉 一 多 (ZLRKEE] 一 SU 出 

ZL + eR) Ho (Yo .7—40) 

这 个 定理 可 以 从 公式 (7-8) 的 线性 性 质 得 到 证 明 。 

例 7-7 求 安 [eceosaat。 

入 四 为 cos ol 一 于 Ce: ei!y, 
根据 线性 变 谈 定理 可 得 

» 349% 


六 [eosot3= 2 二 (et 二 eic | 一 地 [ 放 ei) + 这 (e719:)] 


22—cosoT) 
22 二 2 2eoDsSO 下 十 15 


《2) 时 物 定 理 车 之 [fC] 二 访 (2), 则 


[LTTt T= (2 100), 《7-419 
人 tT2T = (10 zf(Ty, (7-A2) 
ZL1t—nTINt— nT)I=2 7" (7), (7-d32 


证 明 (1》〉 由 2- 变换 定义 有 
和 [IE+T)]= DE)" 
2 ft DT KT) 
其 中 二 # 十 1。 在 上 式 求 和 符号 内 加 、 减 一 个 1(0) 项 ， 则 得 
[t+ 一直 Dir 100) | 
= (2) (01, 
此 即 为 (7-41) 式 。 


(2) 若 了 (0)=0, 则 得 
ZIT)I=22 (7) 《7 一 4 
利用 出 才 所 证 明 前 公式 (7-41), 可 得 
空 [ft 十 2 了 7) 一斑 { 开 人 十 工 ) 十 工 
一 叶 {f 空 [FE 二 了) 一 天 上 十 了 1 
一 22[ (2) —f0)1—2f(T)。 
地 即 为 (7-42) 式 ,显然 ， 剥 用 上 式 可 推广 到 空 [f(t 十 mT)]J, 式 中 所 为 
正 整 数 。 
《3》 出 于 变换 定义 ， 有 
SIH nT nT)I= Dm—mTIN mn) Te 


= 2- mT mT 2 


令 k= 轴 一 rn, 则 上 式 变 为 
“di “= 


SL nT (tnT)I=" DTYNKT) 


~ zDD JKT)2- Kz (gy 


这 渡 古 扩 要 证 明 的 (7~43) 式 。 

公式 {7-43) 直 并 ， 冶 数 (四 在 时 域内 延迟 5 个 采样 周期 ， 对 应 
于 在 2 域内 该 甫 数 的 2- 空 入 滋 以 x 

例 7-3 求 空 [Cf 一 T)?]。 

解 ” 视 据 公 式 (7-8), 可 得 

和 
全 (2) 一 2 

由 公式 (7~43), 当 =1 蛙 ， 可 得 


_1 YE 二 
FIT 
(3) 撕 移 定理 设 [f(t)] 一 F(p), 全 [fC4)] 一 22), 则 
FILF(p+OI—S (xe?), (7-45) 
ZIF(p—0)1=F (ze "7), (7—485) 


证 婧 ”根据 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 ()( 位 瑰 定 理 ), 旭 得 
ZFCpH 0) eH), GF (Da) Tet(t), 
根据 2 变换 的 定 广 ， 即 虚 各 式 ( 人 一 8)， 有 
们 [Fa)J= 伴 [e-atft)] 一 忆 e one 


= DHT) (eTz)-n, 


ELF(p+a)] = (eTz), 
商 还 ， 订 证 明 (7- 上 由) 式 。 
《4》 初 值 定理 设 这 [大 人] 二 安 (z)， 则 得 
f 0+)=limg (2), {7-47) 
证 明 由 到 变换 定义 (7-8) 式 ， 有 
F(2) = DfT 0 +HT) IT), 


* 3 和， 


所 以 
Teo) =lim 2) 


假若 (0) =0, 网 由 公式 (7-8), 同样 可 得 


f(T) =lim zz), (7-48) 
(5) 终 值 定理 设 定 [f(?)] 一 六 (2), 则 得 
lim f(D)= lim(z 1) (2), 《7 一 全 
证 明 由 线性 定 更 各 时 移 定 理 ， 可 得 
LIEFT) ID = 1 (2) 20)。 (C7350) 


但 是 ， 和 由 Z- 变 换 和 定义 可 得 
ZUGEFT) -HI DULn+ DTI-HnT))z" 


= lim D {ft DTIICnT)}a", 
令 z 一 1, 则 得 
lim SIT) ft) lim Brent TI fnT)) 
一 六 eco》 tt) (7-51) 
狂 (7-50) 式 则 得 
lim SEE+T) ft)I=lim (2—1)F (2) ~fC0), 
于 是 ， 由 (7-50) 式 与 (7-51) 式 便 得 到 终 值 定理 ， 即 (7-49) 式 ， 
(6》 极 天 信和 板 沙 值 定理 证 数 1 了 人) 的 板 天 值 或 极 小 值 能 从 一 阶 
闫 z 
AfnTY = 41)TI]—finrT) {7—52) 
前 变 号 这 一 条 人 忻 找 到 。 如 此 研究 连续 信号 变量 ,这 条 件 也 能 类 位 地 找 
到 。 
证 明 方程 (7-52) 的 和 解 ， 即 
AftnT) = n+ TI -fnT)=0 (7-53) 
的 解 通常 给 出 的 # 是 非 整 数 ， 但 是 , 对 极 大 值 的 实际 的 值 7 它 必 然 是 
刺激 ， 是 由 解 方程 (7-53) 所 得 到 的 整数 的 上 界 。 
如 果 0) = 二 0, 网 由 公式 (7~41) 得 
sd5 * 


LAFCRT)I= Ln DT — 人 ELT 
一 全 [f 了 (fT 一世 Lf 


=(2— 1 (2), 
是 ， 由 Zz- 变 换 的 逆 变 找 公 式 (7-33), 得 
1 本 风 
4f(nT) 一 也 -中 1)EGr(z) -err-ldz。 (754) 


因而 ， 画 数 f( 区 的 极 大 值 或 极 小 值 点 将 能 得到， 如 果 能 首先 找到 
Af(nT) 的 零点 或 最 后 这 个 积分 的 零点 ， 则 它们 由 


Af CnT) = 小 (zl F(z-1dz=0 (7-55) 
找到 。 : 
(7) 对 第 二 个 未知 变量 的 微分 定理 机 全 Cftt,a)]== 字 (x,0), 册 
2 | -2 
世芳 Ko = GD) (7-56) 


证 明 根据 2z- 变 换 定义 ， 有 
z[$ ft o)|= Ho nT, gsm fnT, ze 
Oa ’ ee | “ DI ” 


= Q), 
， 作为 (7-56) 式 的 pt 对 正 条 有 
5 天， o) |= 地 Dh (% a) . .i (7-57) 


(8) 对 第 二 个 未 知 变量 的 极限 定理 设 全 [1(t,9)] 一 纺 (z,9), 则 
lim CF, 9)J= [im f(t,0) = 人 L(t, 4)], 《7-58》 


证 明 由 于 
SEH, 0 Efinr, ors, 
因此 : 
lim 这 Tie, 9)j = > Him nT, A) 2 *, = ZtnT, DZ 
故 (7-58) 式 成 立 。 
= 和 6- 


这 个 极限 定理 在 脉冲 系统 的 计算 中 是 常常 被 用 到 的， 因而 , - 它 充 


当 了 重要 的 角色 。 
《9) 对 第 一 个 未 知 变量 的 积分 定理 设 全 [jf(t,9)]= 六 (2z,9), 则 


fz (z,0)da= z[| f(t,0) sz] , (7_59) 


这 积分 定理 在 信 计 封闭 脉冲 系统 的 均 方差 时 是 有 用 的 。 
(10》 关 于 改变 时 间 比 例 尺 的 定理 ” 设 术 四 关于 局 期 TT 的 2Z- 变 换 


记 为 全 z[1(t)]，f( 三 ) 关 于 周期 oT 的 Z- 变 换 记 为 Zar|f( 万 )]，o 为 


正 实数 ， 则 成 立 / 
Zor|1(E))= Zr Lf)], (7-60) 


习 题 


1, RR FITan], 
2。 流 仿 [1 一 8 7]。 
3。 求 们 [23]。 
4。 设 全 [了 (和 = 玫 (2); 试 江 妥 ， 
Fe Af t= Feet), 
5。 已 知 ; 
2 X31 
一 一 一 -一 一 一 一 一 
《2 227—32+1’ 
试 或 了 () 及 lim 了 
全 。 求 
-1| 2*+1 
三 | 23—1 ]. 
了 。 求 
_， 2 1 
| 3z3—42+1 ] 
8。 求 


。 3d7 。 


lio, 
。 试 证 明 关 于 改变 时 间 比 例 尺 的 定理 。 


在 这 一 蕴 里 ， 我们 将 讨论 在 求解 共有 这 系数 的 线性 差分 方程 、 脉 
冲 勾 综 的 传输 画 数 和 冲击 脉冲 射流 系统 的 输出 特性 等 方面 的 应 用 。 


2.1 


求解 油分 方程 可 用 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 类 似 地 ， 求 解 差分 方程 可 用 


2Z- 实 换 法 。 用 2 变换 法 ， 可 把 时 域内 的 郑 分 方程 变换 成 > 域内 的 代 


-1 Zsin 2 了 | 
| | 二 -1 了 了” 
Ha | 
2 | 二 | 
322 一 1 .Oe—113 
: 莹 
-ti CI"™ 1 | 2 )] 
-1 .0 
| 与 > 有 mA 2— ear 
rl CD" 0" ( z )] 
-1 mi -| |。 
| lim Ht 1) Aa" i -eT 
- > 
| rs 
(2—7} Lte—a): +h’ 
试 证 骨 邓 第 二 未 知 变 量 的 积分 定理 。 


$2 2 变换 的 和 点 用 


解 具 有 常 系数 的 线性 整 分 方程 


数 方 径 ， 从 而 使 求解 过 程 大 大 简化 。 
我 们 考虑 下 述 形 式 隐 线性 益 分 方程 ， 


其 中 ，6; 和 和 b; 都 是 常数 ，x 和 了 者 是 时 间 上 的 函数 ， 它 们 仅 在 上 一 ”时 


rn 
XRD = biyCn ti), 


* 34B * 


有 定义 ， 且 被 署 成 于 t=n 时 发 生 欧 脉 溃 ; 是 激 咸 作用 , 对 一 当归 
交 式 两 岂 进行 4 党 


,3 是 已 知 的 ， 面 x( 引 是 要 找 的 函数 。 
为 了 用 2- 变 搁 求 解 差分 方 码 (7-51), 首先 将 该 


换 。 为 此 ， 令 , 
记 [LXCR)] 二 卡 (2) rr 
ZIYI = TY(2)= 3 PRI 


由 方程 (7-61), 则 得 
pa 


二 一 县 


[二 axtntj) | -~ 立 | 忆 piy (nt)) | e 


x nt zr Eo[ Brrr] 


于 大 
Ee 
己 o[ 袜 
但 是 
Dat = Cnt ye ha xn) 2 
3 "| 
ZLxnti) 1=#| XCz) 一 3 x Cn) :|. 
-xD 风 4 
“+ Ds 


因 下 ， 若 x{0) 二 x(1) 二 
人 [rn I=) (j=0,1, 
于 站 
外 r 
了 [六 exe+D]- esx) 
同 理 ， 若 70 一 ?0 一 … 一 OO 一同 
z[ Srti]= Bo, 
总 而 ， 在 堆 蕊 始 身 作 下 ， 中 本 
w=—=00=0, 1 PANIC =0, (I—=0,1i,2 


(7-61) 便 得 到 


C7-—627 


由 总 生生 


1xrzy Ba) .7 
[一 2， 《7-67) 
-并 中 
， 
Asl7)= De Ba(z) = 六 bjzh。 (7-68) 
于 是 ， 利 用 Z- 变 换 的 反 演 公 式 (7-33), 即 得 
1 pe 
x( 四 一 让 中 (zr) am23] dz 


1 一 Bot z) 严 _ 
一 了 A y Y 2)de, (7-69 


这 就 是 在 零 初 下 ， 闫 分 方 各 (7_61) 的 逢 
当初 始 条 人 性 不 等 于 零 时 ， 利 用 (7-63) 式 。 由 方程 人 47-61) 可 得 
(2)( 条 一 pz 一 Ba(z)7(2 一 Bo-iz)， (7-70) 


洪 中 
准 p-1(2) 一 a 总 xmatrm 《7-7T》 
Bo-1{z) = Sb Dvn), (7-72) 
因而 ， 我 们 获得 
Xz) — Ba Ye) a Be-:(z) (7_73) 


于 是 ， 利 用 Z- 变 换 的 反 演 公式 , 即 得 在 初始 条 件 不 等 于 零 的 情况 下 ， 


差分 方程 (7-61) 的 解 ， 
1 ni Balz)Y (2) + A (2) — Bo-1C2) 
MR) = i 2 de 
C7-74) 


因此 ， 共 求解 过 程 与 零 初始 条 伴 下 的 (7-69) 式 祖 辐 ， 所 以 大 多 数 
扎 冲 系统 可 用 具有 零 初始 条 性 的 差分 方程 来 描述 。 
例 7-9 求 一 阶 差 分 方程 
X17) 二 3X0N) 一 插 (7-75) 
满足 初始 条 件 x(0) ==1 的 解 。 
解 设 Xz) 一 全 [xz)]。 对 (7-75) 式 两 端 进行 2- 变 换 , 注意 到 


*.350 ». 


空 [x(n 十 1)] 一 宇 [XX(x) 一 x(0)]; 则 得 
ZX(2) — Xx(0)Z + aT) = En zs 


2 _ zt 
-2D 2):" 
解 之 得 
rr (227472) 
(2) = tz) 2 1) 
站 下 
ET 《7-76? 
将 


EA 
{z+43) (7—1): 
展开 成 部 分 分 式 。 设 


1 __¢ _ 
(zt 3) (21): z+3 2—1 《2 一 二 8“ 
珊 
1 一 atfz 一 132 十 DCz-HSrz 一 1 十 efz 十 3) 
=a(2:—27+1)+btze* 二 22— 3)+c(tz 3) 
一 《Ga 二 38)2z2 TC(— ?202b+cozt—30+3c) 
因此 
4 十 b 一 0， 一 24 十 3b 二 一 0， G3b+3c=1, 
解 之 得 
1 一 一 工 一 上 * 
Ci b 16 “一 je 
故 
z _1 zz 
(2+3){(2—1): 167z 十 3) -人 下 起 GI 
于 起 
37  z 
icts) (+e 《77) 
利用 公式 


+ 351+* 


了 一 《一 开放 
过 Or 
惠 至 -中 二 = 3) ， 
这 是 因为 
= _ 
一 一 一 语 ( 一 9) 
xz 十 苇 咏 特 一 0 
1 十 之 
对 (7-77) 区 进行 反 竹 变换 ， 则 得 差分 方程 人 67-75) 注 足 只 鸣 一 t 的 解 为 
xm 一 二 [17( 一 3)" 十 4 一 1]。 0778) 


下 而 我 们 间接 利用 反 注 公 式 求 (7-76) 式 的 六 闪光 据 2 变换 网 
反 演 人 和 公 起 (17-33)， 有 
x(n) Li 21-1X Cz Yd 
TT1 I 


一 工 | 二 :+ rs jz 
3 rlitzt3) {z+3)(2—1)! 


ed EN PE 
一 (一 3 te (ZI ZL? 3) 


Res 
Tes EE 1) 


(TT3) ,4n—1 
(da) 和 


一 《一 3 六 十 


[1T( 一 3)" 十 如 一 13， 
其 由 
2 df 2 YN_ dn—1 
Res( (二 2 一 ,1) ~ lim 于 去 3 16 
可见 大 时 利用 反 演 公式 直接 进行 计算 反倒 简便 ，。 


例 7-10 上 用- 交 挤 法 解 下 述 关 分 方程 ; 
X21) -2X1) ~=0, ~ (7-79) 


-站 车 


已 知 : XxX(0) 二 0,X(1)=1。 
解 ” 将 方程 (7-79) 移 两 端 开 z- 误 换 ， 可 得 
ZR) — FIXCO) — X00) 十 32 区 《2 一 SSXT DZ 十 2 及 2 =0, 
将 上 式 代 入 已 知 条 忻 并 进行 简化 ， 得 


R= 
2 十 3 十 了 (2 二 2) 十 1 二 1 zz 十 2 
利用 这 次 的 反 注 公式 (7 -33), 得 


六 
XR) = i ra er 
zt Fi 
= -~ -~ _ Ea . — 
Res( Tr cry’ -1)+ ‘(ez z +2 (zi1)’ 2) 


一 《一 二 一 《一 2 (r=0,1,2,°.) 
此 外 ， 我 们 也 可 用 于 述 方 法 求 得 x《n)。 


出 空 [a"] 一 二;, 可 得 


(7—80> 


3 中 |]=(-D* 4 3]=(— 3)r。 
因此 ， (人 一 (一 1 一 《一 2 《下 一 个 1,2,-…), 


2,2 脉冲 系统 的 传递 函数 


显然 ， 从 脉冲 系统 前 定义 可 知 ， 系 统 所 获得 的 信息 是 离散 的 ， 
且 是 周期 的 。 拱 交 的 线性 脉冲 系统 如 图 7.7 所 示 。 


:853 > 


其 中 ,h(!) 是 系统 的 权 函 数 , 且 当 t<0 时 ,h(t =08 ee( 巩 一 下 et0tt 


一 HAT)，c() 是 线性 系统 的 输出 值 ， 它 是 时 间 的 连续 函数 。 但 是 , 为 
了 简化 研究 ， 我 们 假定 ， 为 了 得 到 栓 出 口 的 脉冲 输出 值 ， 设 置 一 个 假 
想 的 (虚构 的 〉》 脉 溃 元 素 ， 它 与 输入 的 脉 溃 元 素 是 同步 的 ，c™*()= 


Eccnt)dt—nT), (7-81) 
上 述 限 制 光 耳 使 反作用 在 朋 间 存在 ,这 个 限制 在 研究 变形 的 4- 变 
换 时 将 取消 。 


因为 系统 是 线性 的 ， 脉 冲 系 统 的 输出 值 c( 扫 能 按 下 列 方 式 登 加 的 
方法 获得 ， 图 7.8 给 出 了 系统 输出 口 的 典型 特征 。 碍 任何 时 刻写 输出 
秆 c(t) 为 


eiaT hi —2T) 
\ 


卓 7.8 - 
Cf} enDYIRt) et 了) 下 人 一 下) Het2oTIh(t — 2T) 


te teCnTIh(E nT)— BeckT) ht kT), 
千 于 当时 ( 因 (snT) 


h(t —kT)=0, 
则 et 可 表示 残 
clfy = ekTIhG kT), (7-82) 
特别 地 
c(nT) = DelkTh Ln—k)T], 《7-83) 
于 是 


和 


er(t)= TetnT)O 一 PT) 


一 {exT) RL MT jad; —nT)。, 
在 上 式 中 奖 换 求 和 次 序 ， 则 得 
oO) DelkT){ SRL Rk) TIOGE—nT)}, (7-84) 
对 上 式 两 端 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 设 m 一 n 一 k, 得 到 


Em 


wet) = Sle CkT) D3 hmT) ee 


E=o 


z 一 bp3 ekTY eri by htmT ye mie 


医 为 hmT) 二 0Cm<<0)。 令 ze7?, 则 得 
PEN = B= HR (7-85) 


或 者 
_ _ 
其 中 
BF) =) HF 2) 一 站 [NE 《7-87》 


HN (2) 称 为 脉 溃 系统 的 冲击 传输 西数, 它 联系 着 输入 信 与 输出 值 的 Z- 
变换 @(z) 与 多 (2?), 脉冲 系统 的 数学 表示 式 如 图 7.9 所 示 。 


图 ?7.9 
关系 式 (7-85) 世 能 由 另外 的 途径 得 到 。 对 关系 式 (7-82) 的 两 端 进 
行 拉 普 接 斯 变换 ， 刚 得 
CP = ELT = eRT) PLR(E kT) 


ar 


= De(kT)e rH(p) = De?) Hp), (7-88) 


" :3655 。 


但 是， 很 据 关 有 系 式 (7-9) 和 (7-23), 有 


FH (2) =H+(p) -A H(p+ino,), (7_89) 
YC 2) = (Pp) DD Cp+ine,) (7..90) 


于 荐 ,由 (7-90) 式 ,(7-88) 式 各 (7-89) 式 ， 并 注意 到 Te@,=2 rz， 便 得 到 
多 (2 一 下 3) Fleiss:) HD +ine,) 


= DHOtinro) -Bz) (2), 


下 曾 我 们 求 讨论 冲击 传输 范 煞 统 (2z) 的 求法 和 基本 性 质 。 
-、 基 于 冲击 传输 函数 52 (2) 的 求法 
如 果 


HC(p) = FER = Be ， 《7-91) 


其 中 ，4(P) 与 BD) 痢 是 多 项 式 ， 旦 BOD) 的 次 数 绸 4(p) 的 次 熬 天 两 
次 。 荐 gg 89 是 BDI 一手 单 根 ， 根 据 公 式 (7-29), 则 得 


oF (2) 2 Bim) Te . (7-92) 


着 Os a "dn 是 豆 (5) 的 上 外海 慨 了 (其 阶 分 别 为 Ri Ta, ” nx), 附 根 
诗人 公式 (7 一 34), 每 


| . 
上 二 > A 1 - - 
HF (1) = DRes( Be 4 小 (7-93) 


其 下 


AI) 1 ) 
3 Bray 1 eal OF 


= Dr lim i a6)" Be Te 94) 
一 、 关 于 冲击 传输 函数 的 性 英 z 
脉 溃 系 注 的 竹下 主要 依赖 于 与 处 冰 有 关 的 冲击 传输 西数 人 2"(z)， 
它 具有 下 烈性 质 ， : 


二 Sobe 


(1) 完 (2) 是 以 这 为 周期 的 ， 即 


Em (A ~ -Serz》 (一 b 1 2， ye 《7-959 


事实 上 ， 由 于 eT 了 是 以 i222 二- 为 周期 的 ， 六 冰 


。 2 攻 
er (k=0, 1,2,..)。 


敦 (7~95) 式 显然 成 立 。 
(2) 当 p->0 和 D> 157 时 ， 5 表 (2) 浙 近 地 趋 于 实 值 。 


于 锋 上 ， 当 p >0 时 ，z 一 *7P->1; 当 了 > - 时 ， z->el" 一 一 1 ( 因 
,一 -经 ), 此 时 ， 和 由 公式 (7-92) 可 知 


| 
有 (= 总 SS Lr ， (7-96》 


FH (—D) = A (097) 
由 于 在 实际 系统 中 ， 有 (PD) 与 B(P) 稚 是 空 系数 多 项 式 ，B(lp) 的 报 
或 是 实 根 或 是 成 对 的 互 为 共 罗 的 复 根 。 闪 此 ， 白 (7-96) 还 与 (7-97) 式 
可 知 ，52(1) 和 EX 一 1) 都 是 实数 。 同 时 ， 由 公式 (7-93) 出 发 ， 也 得 
到 5Y(1) 和 入 (一 1) 都 是 实数 。 攻 这 姓 质 (2) 是 成 立 的 。 
《3) 22 (2z) 的 分 母 关 于 27! 的 多 项 式 的 次 数 等 于 及 (p) 的 分 母 关 于 
的 儿 项 式 的 次 数 。 这 是 因为 (7-92) 式 和 (7-93}) 式 中 加 项 的 数目 等 于 
多 项 式 瑟 {BD) 的 次 数 ， 即 次 No 
《4) 症 了 平 丽 上 ，H*(p) 的 极点 也 是 HH(P) 的 极点 。 
事实 上 ， 由 于 (Pp)= 二 好 (e?7), 而 由 关系 式 (7-92) 或 (7-93) 可 
知 ，H*(p) 的 极点 恰好 是 使 . 
1—ersre-T?=0 (n=1, 32, ,NN} 
的 报 ， 即 p 一 an 9 …, gx。 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 
» 357 9 


(5) HCp) 的 极点 的 改变 将 改变 52(z) 的 表达 式 中 的 项 
erm 及 其 系数 


从 (7292) 趟 或 (7-93)? 式 ， 这 是 明显 的 。 
(86) Htp) 中 的 零点 只 能 改变 这 (0) 表达 式 中 加 项 


下 一 BIGw eg 一 人 


的 系数 的 值 。 

(7》H(P) 中 极点 个 数 的 增加 将 增 吉 弦 (2) 中 凡 项 的 数量 , 这 意味 
着 NN 更 大 和 52 (z) 将 有 更 多 的 加 项 ， 且 其 形式 为 

A (gn) 

BC orp 

最 后 ， 我 们 指出 ， 从 基本 关系 式 (7_86) 册 发 ,我 们 能 找到 任何 开 的 
或 闭 的 线性 系统 的 冲击 传输 函数 22(z)。 下 面 我 们 给 出 对 于 传输 函数 
之 各 种 结构 形式 的 Z- 变 换 表 。 
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-2.3 冲击 脉冲 射流 系统 的 输出 特性 


防 冲 射流 ， 特 别 是 共振 脉冲 射流 比 定 常 连 续 冲 乌 射 流 有 更 大 的 冲 
击 力 ,共振 脉 溃 射 流 在 喷嘴 处 的 蜂 值 压力 可 比 输入 的 峰值 压力 提高 二 ， 
二 榈 ， 将 这 种 技术 用 于 采 据 时， 可 以 对 采 捉 面 施加 极 高 的 打击 力 ， 因 
此 有 较 高 的 采 握 速率 或 破碎 率 。 在 这 节 里 。 我 们 将 利用 流体 管 路 的 传 
输 理论 和 Z- 变换 方法 ， 对 粘性 流体 或 理想 流体 的 均匀 单 管 县 冲 射 
流 的 睡 坊 特 性 进行 分 析 。 

”我 们 考虑 积 截 面积 为 4 的 殉 匀 单 管 ， 如 图 7。.10 所 示 。 


设 P(x, 和 q(x, 刀 分 别 表示 管 中 点 x* 处 的 膀 时 压力 和 质量 流量 。 我 们 
条 党， 在 生性 化 的 条 件 下 ， 它 们 清 足 下 列 区 本 方程 组 


= 一 (工学 + Rea), 
mc F +op), 


其 中， 工 = 村 ;C= 4/a， R= 8 zk/ 0A, 分 别 洗 示 单 位 管 长 的 流感 、 


(7-98) 


流 容 、 流 阻 和 流 漏 ， a 为 手动 波 在 管道 中 的 传播 速度 ， g 为 流体 粘性 
系数 ，P 为 流体 审 度 。 
设 FCx,t) 和 gx zt 的 拉 证 拉 斯 变换 为 P(s,x), 8(s,x*), 即 
Pls, Xx) =| estp(%, tydt, Os, Xx) -ea {x dt 


对 方程 组 (7-98` 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 在 零 初始 条 件 了 D(x, 0) 一 0，4a(xs 
0) 一 0 下 ， 方 程 组 (7-98) 他 为 


5 一 一 (Is 十 R)O， 


we 
{7—99) 
FE (Cst+G)P, 
我 们 熟知 其 么 解 为 
P(g X) = Ae 
i tA -A C7-100) 
(Cs, x*) Zot(s) © — A 下 
其 中 
M8) = (Ls+ RY (CstO), Zcts)=v (Ls+RY/(Cs+O) 
. (7-101) 
分 别 凑 示 传 播 因子 和 特性 阻抗 。 若 边界 条 性 为 
Pls,0)=P,(s), Qts,0)= . 
{s, 0) (s), Qs,0)—= (5) 《7102) 


Pts,t) =P,(s), Qus, DD) = (5), 
则 得 
s 364" 


{Ps X=P (shAs Ix — ZoCsI OCs}sh hs}x, 


1 四 PS) 1 《7 一 1 站 3 
0 {3, xX) — zy)s Cs 二 人 Cs)ch (sD) xo 
设 始 端 tx 二 0 站 和 终端 Cx 一 站 的 阻抗 分别 为 
P(ts) _ P,ts) 一 
4 — Ls) _ 
1(s) 坪 Oy ols) ©,0s) 时 C7 104) 
那么 由 方程 依 (7-103) 易 知 
Zi ch Ms)I— Zes)sh ACOF _ 
(FBR TT Zo RK 2 《105) 
PS) 一 CCSP (7-106}) 
其 中 
1 Gs) = 1 (7-167) 


chits) i Zo(s)sh CS 


称 为 传输 函数 。 
”不 难 证 明 ， 在 边界 条 位 
pes, 0) ~—Po(s) — ZO Cs, 0), 

Pls,1)—2.0(08,1) 
下 ， 方 程 (7-106) 仍 然 成 立 ， 即 传输 函数 G(s) 与 边界 条 件 无 关 。 方 程 

(7-106) 表 明了 连续 射流 系统 的 输出 压力 与 输入 压力 间 的 关系 。 
设 始 端的 输入 压力 (0,1) 二 71(t), 其 拉 普 拉 产 变换 深 P.(s)。 对 上 
并 入 系 若 输 入 以 T， 汶 周 期 的 及 冲 ， 即 输入 信和 序列 为 {P,CnT,} (n= 
人 即 始 端的 压力 为 ， 


pC) = DI DAT nT,), (7-109) 


博 


(7—108) 


其 中 3t 人 六 冲击 沙 数 ， 册 上 述 连 续 系 统 就 成 为 冲击 脉冲 射流 系统 ， 吉 
图 7?,11 所 示 ， 

由 于 方程 组 (7~99) 美 于 了 Pls, XY) 和 晶 (3,X) 是 线性 襄 知 的 ， 且 们 
的 拉 普 拉 斯 变换 为 1 则 由 方程 (7-106) 及 拉 普 拉 斯 变换 的 延 退 定理 ， 
得 、 | 

P,(s} =—=G(s)Prt (es), : (7~110}) 


» 6 = 


一 r,t 
| 了 | ， 人 zf ) 
Pts} 1 sf 1 人 他】} | _ Fals! 
: Pitr! Bzit 1 
图 7,I1 
其 中 
Pi(2)=Pt(ets)y—= YI DIPRTi)ZT (=er!:) (7—111》 

同一 和 


称 为 PC?) 的 乙 变 换 ， 记 为 全 [pi(D)]= 局 mpTUzir。 
设 p= Ps)], gt) = G(s)], 
琉 设 它们 关于 输出 周期 为 Te 的 QZ- 变换 分 别 为 
P¥(2)= ZLP(t)], GG*(2)=ZLg(t)], zmers, 
月 设 Pt 一 poTCt) 由 
P*(z) = TT Ce), (7-112) 


若 T, 二 kTs,K=1,2,* .…, 则 P*(z) 叉 可 改写 成 . 
P17) — Tz, (2 =e7#), 《7-113》 
[i -110) 式 便 成 为 i 
Ps(s) =G(s) PY(z,) (二 一 en) 。 ， 《7-114》 
出 于 
Py C22) =D Pals+inor,) 
R= 


G*(zs) 一 二 去 , 马 G(s- 二 inaor )， 


式 中 如 =eT4, on 一 2 XJTs, i 一 /二 了 ,出 关系 式 (7_114》， 并 注 到 
ET2t3+i# mr eT %,, 


于 


便 得 
“365. 


PS§(2) = (zr ) 卫 本 (zs)》 (2s=eT), 《7 一 1153 

下 面 ， 我 们 上 先 来 求 G*"(z) 。 由 于 在 高 压 射 流 系 统 中 ， 喷 电 的 管 径 

是 很 细小 的 ， 所 以 可 近似 他 假定 终端 阻抗 2 二 ce。 在 此 条 件 下 ， 则 
G(s) 一 1/ch AS) 根据 2 变换 的 计算 公式 ， 得 

G+ (和 一 到 Res (一 全 全 一， 4 一 so (7-116) 


739 a 宅 1 


其 中 {sr} 是 Gs) 的 所 有 极点 。 易 知 
ss—=—dtB, (n=0,1,2,3,.), 


8) wt 


zz 二 -一 2 Pr=Y a2 -ze( 
因此 ， 根 据 留 数 计算 公 臣 ， 经 计算 便 得 
G2) = PECsSA) C1 — eT ez it {z=eT), + (7-117) 


其 中 
= mm 一 扯 2 BB, 
Flss)= +(—1) RON 
CN{2) 一 > [Fls 1 eT .231)]?, 
显然 


lim GS(z1) = G" (zs)o 
中 一 mm 


于 是 根据 一 变 换 的 反 演 公式 ， 若 pat0) 一 gt0》P160) 一 0 风 
Aps(mT,) = Pp m+ 1}T) — pmT,) 


-m3 $. 6% 0 (EH 


1 — CI Yet lITase 二 et™- 4 -C3] 2。 一 efe -了 ]) TI - 
一 CE 


(7—118) 
特别 地 ， 若 取 m=ktm i}—i, m= 0, 1,2;,…, 身上 式 恒 得 


| EE -mt Ta 
ApY mT) =p De 


Fe my 《7~119) 


=-366 .en. 


这 里 ， (7-118) 式 中 | 全 | 表 | 表 示 (m/ 肥 的 整数 部 分 余 类 推 。 


现在 证 明 条 件 (0) =0 是 成 立 的 。 事 实 上 ， 根 据 拉 莹 挤 斯 变换 
的 第 二 展开 定理 ， 我 们 有 
加 est 
(1) = Ros (hi ，5 ) 
-县 与 志 2 n+1)rCefnt—e pt) 
国 上 此， 显然 B80) 二 0 总 总 (0} 一 P00) g(0) 一 0。 
再 根据 2- 变 痪 前 反 演 公式 ， 由 (7-115) 式 、(7-117) 式 和 (7-113) 
式 便 得 
pmTs) =tim -De 6 (2 Tr 


加 ETI45n F1—e-CEEI+1) rr o 
特别 ， 当 m=Kk(m’ 十 一 1 m9/ 二 0,1,2, … 时 ,我 们 有 


CmTss [1 一 e- tnt 十 证) 二 了 
ptmT,) TP FO) ey 


利用 上 述 公 式 (7-119) 和 (7-120)， 就 能 计算 出 输出 端 了 , 为 周期 


的 冲击 菊 冲 序列 。 
. 如果 输入 的 脉 证 频率 惟 好 是 管 系 药 固有 频率 f;， 则 紫 时 的 脉 济 英 


流 为 共振 冲击 脉冲 射流 ， 称 Ta 一 了 为 共振 周期。 如 时 到 工 .一 Tr; 则 可 
利用 公式 (7 一 119) 和 和 《7-120) 分 析 薛 报 站 击 说 冲 射流 系 统 的 输 遇 特性 。 


(7—120) 


习 时 


1。 用 2- 冯 摸 法 求解 下 述 差 分 方程 ， 
人 赴 22) 二 22 好 十 17 十 区 让 ?二 四 
已 拓 : X00 =1, Xi) = 站。 
2。 用 过 - 亦 换 法 求解 下 速 益 分 方程 ， 


“ 96. 


了 (和 站 3) 一 3 下 十 1 二 2) 二 有 (0》) 
其 中 六 (1) = 和 和 实时 )， 并 已 知 ; 
S60) =1(4=0 NH), O08) =0(8<0,#>0 有 rH} 。 
8。 用 习 - 变 换 法 求解 下 韦 益 分 方程 : 
和 (HT 十 2X (=51, 
蕊 知 ，%(0) = 一 1。 


已 知 系统 的 传输 区 数 为 如 (如 =- 二 ， 式 中 4 为 当 数 ， 试 求 其 冲击 伟 


和 本 (ET 
已 知 系统 的 传 萄 画 束 二 (py 汶 


1-e? 
人 


上 起 中 击 传输 函 短 因 (3)。 
6。 已 知 系 统 的 传输 画 数 互 ( 扩 为 
AT _» 
Hp) (P+1) (p+3)” 
试 或 其 溃 击 传输 请 数 基 (&)， 
7。 已 知 系 统 的 传输 了 阔 数 爱 ( 办 为 


Hop) = 1 


《办 一 13( 四 一 2》” 


试 求 其 冲击 传输 函数 区 (2z)。 
$8。 试 证 ， 对 具有 串联 连接 元 件 的 脉冲 系统 ， 如 图 7.12 所 示 ， 其 冲击 传输 直 


孝 老人 z) 满 足 


_ TX 人 ?1 
十 T = 
Er A Htp} ep | 2 
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9， 试 和 证 ， 对 具有 间 步 元 件 的 脉冲 系统 ， 如 图 7 了.13 所 示 ， 则 其 冲击 传输 函 吉 
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